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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Посему эту науку, Главконъ, надобно 
утвердить закономъ и убедить т-Ьхъ, которые 
нам']^реваются занять въ городе высок1я долж- 
ности, чтобы они упражнялись въ наук*]^ очи- 
слешя, не какъ люди простые, но входгии 
своею мыслгю въ созерцапге природы чиселъ — 
нет для купли и продажи, какъ запинаются 
этимъ купцы и барышники, а для, . . . самой 
души — еь цгьлью облегчить ей обращенге отъ 
вещей бытиихъ къ истимь и сущности. 

Платонъ 11оХ1те1а. VII. Переводъ Карпова. 
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ПРЕДИСЮЫЕ. 



Гауе. 



^^Настоящое сочшен1е им'Ьетъ ц^Ьлью аоказать, какъ иосте- 
Ыо расширяется понятхе о числ'Ь. Расшнрен1е отог(| поият1я 
фшается всег'да по одному и тому же плану, который будетъ 
1 изъ нижесл^Ьдующаго: 
ЁМы призпаемъ за данное рядъ различных* сгмволовъ, оп- 
Менныхъ ВТ. разъ навсегда опредЪленномъ порядке, в этотъ 
назьгеаемъ натуральными рядолп чтелт!. — Установивъ 
Ь|ины ратнства и неравенства^ прямьихь онерац!й (сложену! 
я) и обратпыхь (вычита!пя и д-Ьле1пя), мы приходимъ 
аключенда, что прямыя опорац1и надъ числами натуральна!'» 
^ всегда возможны, обратный — не всегда. 
Обстоятельство, что обратиыя Д'Ьйств1я иногда теряютъ 
г, и заставляетъ нась расширить понят1е о числ^Ь. 
►Оггерац^л д'Ьле1|]я заставляетъ насъ допустить существование 
шц1й особой природы, изъ которыхъ каждая вполне' опре- 
Бется двумя числами а и Й натуральиаго ряда, поставленными 
К'Опред'Ьленномъ порядке. :>ту новую, неизвестной природы, 
зтапц1ю мы называемъ абсолютнымъ числомъ и над'Ьл)1емъ 
ибутами: 

'..I) мы хотимъ. чтобы абсолютное число содержало въ сс^бЬ 
I натура^ь^Iа1■^"I ряда. как1> частный 1-дучай, и для утой Ц'('.лн 



донускаемг, что абсолютное чяслп (а, Ь) обртдлотсл вл. 'тпсли па- 
туральнаи) ряда, когда а есть кратное Л; 

21 устанавливаемъ относительно абсолютныхъ чисехь тер- 
мины ^гаеемсигвя и не2Х1венства, суммы И произведетя, причемъ 
всЬ эти ларед'Ь.1е1ия ие должны противоречить п<:ишт1ЯМТ1 о ра- 
венств-Ь и неравенств11, суии1[: п лрои:)веде|[1и чиселъ натураль- 
наго ряда, такъ какъ эти послЬдн1>1 уже введет.!, кат. частный 
случай, въ Сферу абсолютных.!, чиселъ. 

Читатель, въ конД'Ь и.')СЛ'Ьдован1я объ абсолютномъ числ^, съ 
ясностью увндитъ, что абсолютное число (о, Ь), на которое въ па- 
чал'Ь изсл'6доваи1я никоимъ образомъ иельзя было сиотр-Ьть какъ 
на частное отъ д-Ьлен1я я на Ь, — действительно можетъ быть 
нредставлено 1юдъ ви,10иъ у. 

Операц1я вычитанш заставляетъ насъ допустить существо- 
ваше субстанц1й, изъ которыхъ каждая впо-гае определяется 
двумя абсолютными числами аир, ноставленныАш въ определен- 
цомъ порядке. Эту новую, неизв]'!Стпой природы, субстагщш мы 
называенъ относителъпыт ^тсломъ и наделяеиъ аттрибутами: 

1) МЫ хотимъ, чтобы относительное число содержало въ себе 
числа абсолютный, какъ частный случай, и для этой цели допу- 
скасмъ, что относительной число (а, Р) обращается въ абсолютное, 
когда а > Р; 

2) устанавливаемъ относительно этихъ чиселъ термины ра- 
венства и перавенапт, с1/ммы и прошведетя, при чемъ все эти 
онред'Ьле111я не должны противоречить 1юнят1яиъ о равенстве и 
неравенстве, сумме и произведен1и абсолютпых'1. чиселъ, такъ 
какъ эти 1юследп1я уже введены, какъ ча,стный случай, въ СФеру 
отпосительныхъ. 

Читатель, въ кони.!; изсл"Ьдован1я объ относительпомъ числ-Ь, 
съ ясностью увидитъ, что относительное число (а, р), на которое 
въ начале; изследован1я никоимъ образомъ нельзя было смотр-Ьть 
какъ на ра;1ность отъ вычитан1Я р изъ а, дЬйствителЕ.но можетъ 
б[.1ть Представлено подъ видомъ а — ^. 



Обыкнкнииный сиособ-ь и:1.11ши1Н1)1 пчцт )1ес(>иям1:)1има1Ч1 
числа аячт'лепсп съ оирел'1^сн1)1 предала лерем-^инагм 'шсла. 11ц 
Т1)уД)ю пдиако же покапать, что такой способъ изложен1я не ны- 
держиваегь критвьи; пряиципъ, — па к.яороиъ держится теор1я 
несоизм-Ьрим!»го числа, «если перем-Ьпное число А', изиЬпялсь, 
лринииаетъ неограиичеыиый рядъ зиачси]й 



Мод (з;„^^- 



-^п) 



стремится къ О при неограниченномъ возрастании п в при вся- 
коиъ р, то ото число стремится къ иред-Ьлу» — долженъ быть от- 
брошенъ, какъ логически несостонтельиый: д-Ьйствительно, такого 
прсд'Ьла можетъ и не оказаться, т. е. ыожегь не оказаться со- 
измгьрумаго числа (а о нихъ только мы и им'Ьемъ право говорить 
въ настоящую мипуту), обладающаго такимъ свойствомъ, что 
модуль разности между нимъ и иерем'Ьннымъ X, начиная съ 1гй- 
котораго порядка п, становится и остается мен^е всякаго задан- 
иаго положитедьнаго числа е, какъ бы мало оно ни было, — Ка- 
залось бы, для спасепхя этого принципа стоитъ только допустить 
существоваи1е чиселъ особой природы (несоизм'Ьримыхъ); но въ 
томъ то и Д'Ьло, что это допущен1е ■геор1н не спасаегь, такъ какъ 
числа эти, какъ числа особой (намъ неизв'Ьстной еще) природы, 
неАь^я разсматривать какъ пределы: д'бйствительно, сказать, что 
некоторое число А есть пред-Ьлъ X, значить сказать, что 

Мод (Л — X) 

моиюгь быть сд-1;лат, мен'Ье всякаго напсредъ задапиаго поло- 
жительнаго числа е; выражен1е же 

А — Х 

иле ии^етъ въ данномъ случа'Ь ни мал'Ьйшаго смысла, такъ какъ 
1Ы можемъ оперировать только надъ числами соизмгьримымп. 

Изъ сказаннаго сл'Ьдуотъ, что 



1) несоинм'Ьрпмое число Л'мжмп Сгичъ тцн'дМсно «< 
оть идеи о нред'Ьл'Ь; 

2) должно условиться, что раЛумЬтЬ под-!. Д^,ЙСТВ1ЯНИ 

такими новыми субставцшми. 

Тогда и только тогда можно расишрить попшхе о нредйЛ 
трактовать эту новую субстанц1ю, т. е. песои:)М'Ьри«*1е чисю, 
какъ пред'Ьлъ, 

На основанш вытес1;аза1Гнаго кы вели дЬло такъ; 

Мы донускаемъ су1цествован1е субстанции, кот^|р11^1 шюлЛ 
определяется переи-Ьинымъ числомъ о^, для котораго 

Мод (а^*,,— «^) 

— при ивог1>аниченномъ возрастанш х, гдЬ х Ц'Ьлое и положи- 
тельное число, и при всяиоиъ нЬдомъ и поло;кительномъ р — аЛ: 
новится и остается мен'Ье вснкаго напередъ задапнаго подожя- 
те,1ьнаго числа ь, сколь бы ма^ю росл'Ьднее пи было. — :)ту новую 

субстанц1ю мы пазываемт. вещеспшениымъ числомъ и над-Ьдявмь 
аттрибутами: 

1) мы хотимъ, чтобы вещественное число содерлнио въ себй 
'гасла раньше изученныя, т. е. соизмеримый, какъ частный случ(^| 
и для этой ц-Ьли допускаемъ, что вещественное число |о^,] обра-' 
щаетсп въ число уже инв'Ьстпой природы (т. е. соилм'Ьримое) ^, 
если Л есть иредЬлъ й^,: 

2) устапавдиваемъ относительно вещественныхъ чиселъ тер- 
мины равенства и неравенства^ суммы и проыяведешя, при ч&п^ 
всЬ эти опред'Ёлен1я не должны противор1;чить понтчпмъ о ра» 
венств'Ь и неравенств-Ь, суммЬ и произведен1и соизмЬримыхъ чя^ 
селъ, такъ какъ эти посл-Ьди^я уже введепы, какъ частный слу- 
чай, въ Сферу вещественныхъ чиселъ. 

Читатель, въ конц'1Ь изсл^Ьдован^я о вещественпомъ числ^&, © 
ясностью увидитъ, что вещественное число [а^.\, на кою] 
начале изсл'Ьдован1я никоимъ образомъ нельзя было с») 
какъ на пред-Ьлъ а^, д'Мствительно мо-кегь быть предст 
подъ видомъ Ьш1 а . 



ОперацЫ изв.1ичен1л ««(Ши четной степени и.чъ отрицителышп» 
числа зпстивляегь насъ еще бол-Ье расширить 11011ят1с о чтлЬ. 

Мы допускаеиъ сугцествова1пе чиселъ новой врироды, изъ 
котмрыхъ каждое 1!11о.1н* опред'Ьляетсп дну»»! вещественными 
гаслаии а п Ь, поставленными въ опред'Ьленномъ порядке. Эту 
новую субстанц1ю мы называема комплекснымъ чисммъ и надГ;- 
ляемъ аттрибутами: 

1) мы хотвмъ, чтобы комплексное число содержало въ себ1, 
вещественный числа, какъ частный случай, и для атой ц-кш до- 
пускаеиъ, что комплексное число {а, Ь) обращается въ веществен- 
ное число о, когда второе изъ онред'бляющихъ его чиселъ6;=0; 

2) устаеавливаемъ относительно комилексныхъ чиселъ тер- 
мины равенства и неравенства, суммы и прогиведашя, ирн чемъ 

ВС4 эти ОНреД'ЬлеЕГ!!! не должны 11рОТИВОр-ЬчИ1Ь 110НЯТ1ЯМЪ о ра- 

венств^Ь и неравенстве, сумиЬ и прой;1веден1и вещественныхъ чи- 
селъ, такъ какъ ати посл'6дн1п уже введены, какъ частный с.1у- 
чай, въ С'1'еру компленсныхъ. 

Въ этой стать-Ь читатель съ леностью увидигь, какъ ком- 
пле1!Сное число, всл'Ьдствхе сдтЬланиыхъ соглашеы1Й, нринимаетъ 
ТО выражеи1е, иодъ которымъ оно обыкновенно представляется, 
т, е. о -н Ы. 

Въ конц'Ь книги мы пом'Ьстили для наглядности схему ностс- 
певиаго расширеигя но1[ят1я о числ'Ь. 

Настоящее сочинеше должно дока;1ать с.1ЙЬдуюшую фувда- 
Нвнтальн'Ьйшую теорему, на которой держится все учеп1е о чисй : 
«Расширепге понятая о чнсоь введенге.ш чиселъ особыхъ природъ 
(дробпиха, отрицателъныз^я, несоизмпримыхъ, мншшхъ) не мо- 
жетъ привести ни т какимъ оитбочнымъ выводами относительно 
исходнаю пункта ученгя о числп, т. е. относительно ряда на- 
туральныхг чиселъ». На этой теореиЬ зиждется вся ариометика, 
I сл^. И ВСЯ математика, такъ какъ ариометика (по выражегаю 
I Гаусса) — царица математики. 

Касательно самаго изложен!» :(Д'Ьсь должснъ повторить тоже, 
что говорилъ въ предислов1и къ «['ацпкмльной геометрж»: Прежде 



чЬм'ь 1)||редЬл1тг. и г-овприть и (У((»йг.твах'1. тиш или лруш^Ч» И 
1ШТ1Я, надо доказать аозмояаюсть с^цествотнгя угнго цош 
Преж.'1,е ч+.мъ опред-к1ять и говорить о свойствяхъ разност 
частного, надо доказать воэмоанюсть сущссчьовацхя чисел., : 
торыл мы хошиъ назвать этими именами. Прел;дс тЬмъ опредЗ 
лять предтьАъ и говорить обь неиъ, надо «(шазать возможное^ 
существован!)! перем-Ьынагч) числа, обладающаго т1;мъ свойство 
что модуль разности ис;!;,!^ нимъ и 111жоторьшъ постоянт 
чнсломъ можегь быть сдЬланъ мен'Ье всякаго нипередъ задааш 
нолпжггельнаго числа е. Прежде чЬмъ определять и говор] 
кор1г6 и-овой степени изъ числа А, гдЬ А ноложителыюс ' 
не нредстав-шющсе )г-овой степени соизм*римаго числа, надо Д 
казать возмояшость су1цество8а1пд 1) таисго числа А, 2) ■ 
цред'Ьла, который мы хотимъ назвать корнемъ и-овой степе 
изъ числа А. — Прежде ч'бвъ определять алгебрыческое 
трансцендентное число, надо доказать воэмонаюсть ихъ сущ 
ствоваи!я н т. д. 

При составлении этой книги мы пользовались сгЬду'ющкми С 
чинешями: 

Негшапп Огавьппшп. Ьок'Ьис)! (1ег ^и1!1т1сНк. Вег! 
1861. 

Фонъ-Гельмгольцъ. Счетъ и нзм'Ьрен!е. Переводъ про 
А. Васильева. Казань. 1893. 

П. И. Матковс1пй. Начала Алгебры. Часть I. К^евъ. 189 

Ог1ей8. N0011)1^8 1исоттеШ11гаЫей. .1ош'па1(1е Ма(!1.ё1ёша 
(1е Ьов§с11атрй. 1888. 

^. Тапиегу. 1п(го(1г1сТ1ои а 1а Шёопе с1ей ГоисИонз д'1 
тапаЫе. Рапз, 1886. 

Ж. Бертранъ. Алгебра для гимназ1Й и реальныхъ уч1 
Переводъ Н. Билибина. 1896. 

Глава объ алгебричеспомъ числ* иэлоя!епа по стать'Ь г. Ш 
туновскаго: «Доказательство существованш трансцеидентнм; 
чиселъ», иоыйщеыпоп въ В^стпнкА Опытной Физики и Элевд 
тарной Математики, Л:г 233; при чсмъ сд'Ьланы иезиачительН( 
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добавлен1я: во-первыхъ, для показан1я возможности существо- 
вашя алгебрическихъ чиселъ, во-вторыхъ, въ Формулировк'Ь тео- 
ремъ. 

Глава о трансцендентномъ числ^ содержитъ доказательство 
трансцендентности числа б, изложенное проФ. К. А. Поссе въ 
стать*: «О трансцендентности чиселъ е и те», помещенной въ Из- 
в-Ьстхяхъ СПб. Практическаго Технологическаго Института за 
1894 годъ. При этомъ, однако, мы разбили это доказательство 
на несколько теоремъ, ввели н^которыя добавочный теоремы, а 
относительно простого числа р, Фигурирующаго въ Фуякцш ( 
(см. главу «Трансцендентное число»), вернулись къ Сгогйап'у и 
Ниг^уьи'у, такъ какъ выборъ этого числа, превосходящимъ 
большее изъ чиселъ Мод % и п, намъ казался бол^е простымъ, 
ч*мъ предлагаемый проФ. К. А. Поссе. 



]М. !Оолковъ. 



28-го Апр-^^ля 
1898 года. 



натуральны! рядъ чисш. 



Установка терминовъ. 



Опред'Ьлен1е 1 . Неограниченный рядъ произвольно-выбранныхъ 
различныхъ сгмволовъ: 

8 (восемь), 5 (пять), 1 (единица), 4 (четыре), . . . . , 
расположенныхъ въ такомг порядить: 

1^ и, О, ог^ ^ч • • • ^а,» • • • 

согласимся называть нвтурв^ЛЬНЫМЪрядомг, а каждый членъ этого 
ряда согласимся называть ЧИСЛОМЪ. 

М4ста, занимаемыя числами въ натуральномъ ряду, обозначимъ 
соответственно словами: 

первое^ второе, третье, .... а-тое, .... 

ОпреД'Ьлен1е 2. Если число а тоже самое, что и число &, то 
говорятъ: число а равно числу Ъ и равенство ихъ обозначаютъ 
такъ: 

а = Ъ 

ОпреД'Ьлен1е 3. Числа а иЪ, занимающгя различныя мгьста 
натуральнаго ряда, называются неравными между собою. Нера- 
венство ихъ обозначается такъ: 

аф&. 



АкС10ма 1 . ЕС'^( а = Ь н с = Ь^ то а^=с, %д1ь а, Ь, с суть 
числа ншш/ральиаго ряда. 

СоглашеН1е 1 . Согласимся на премл сгмволомь а^ отмечать число 
натуральпаго ряда, нспогрсдствгиио смьдцющсе за а; такимъ об- 

разомъ: 

"I о о ч Ч X 

Сузгзш, 

ОпреД'Ь/1еН1е 4. Ь-ое число патуральнаго ряда^ начиная сь а^, 
называется суммою чиселъ а и Ь, 

Сумма чиселъ а и Ь обозначается такъ: 

а-нЬ. 

Числа ажЪ называются слагаемыми. 
Нахожденге суммы называется 0Л0жен1емъ. 

Сл'Ьд0ТВ1е 1 . Если а любое число ^штуральпаго ряда, то не- 
посредственно сл7ьдующсе за нимъ число есть сумма аи1, т. е. 

а^ = а -+- 1 . 

Такимъ образомъ 

2, = 3 = 2 -+- 1 

3, = 4 = 3 -+- 1 



Сл%дотв1е 2. 

а-н(Ь-н1) = (а-н/;)-н1, 

Действительно, если Ь-тое число натуральпаго ряда, начиная съ 
(а -н 1 ), есть а -н Ь, то (Ь н- 1 )-ое число натуральпаго ряда, начиная 
съ (а-ь-1), т. е. а-н(Ь-н1), будетъ слидуюгщмъ за (а -+-6), 
т, е. (а -+- &) -4- 1 . 

Такимъ образомъ 

(а -4- 1 ) -ь 1 = а -н ( 1 -н 1 ) = а -+- 2 
(а -ь 2) -н 1 = а -н (2 -н 1) = а -н 3 
(а^3)-ь1=а-^(3-н1)=а-н4: 



Теорема 1. Сумма ччселъ а тяЬ пмлстъ только одно зпачете. 

Д-Ьйствителыш, доиуптивг, что еуяиа а-*-Ь ии-Ьетъ два различ- 
ныхъ 311ачон1я, вы првденг къ эаключетю, что одно и то оке мпсшо 
натура.1Ь!1аго ряда занимается двумя различными числами. 

Теорема 2. 

л н- (Л -ь с) = (а -»- Ъ) -+- с. 

Допустивъ, что теорема ии'Ьетъ а'Ьсто для какого-нибудь зна- 
чешя с, докажеиъ, что она ии11етъ м'Ьсто и для сл'Ьдующаго значения 
(с-ь1). 

а -1-\Ь ч- (с ч- 1)]:= а-1~[1Ь ч- с) ч- 1] (опред. 4, сл11Д. 2) 

= [я -+- (6 -»- с)] -»- 1 (опред, 4, сл'Ьд. 2) 

= [(о н- Ь) -*- с] -+- 1 (довущете) 

= (й -4- &) ~1~ (с -н I ) (овред. 4, сл4д. 3) 

рТакъ какъ для с = 1 теорема вк'Ьетъ м4сто (опред. 4, мйд. 2); 
ивЬетъ М'Ьсто и для с^ 2; СЛ11Д. и для с ^ 3, и т. д., т. 6. 

К;''0преД'ЬлеН1е 5. Законг., выражающейся равенствомг: 

а -I- (й и- с) = (я -1- Ь) -I- с, 

тется ассоц1ат)1ВНЫМЪ или сочетательнымъ законом^ сю- 
я. 

I Теорема 3, 

1 -н й =; я -»-- 1 . 

1Допустявъ, что теорема имФеть м'Ьсто для какого-нибудь зна- 
I й, докажеиъ, что она дм^етъ м'Ьсто и для сл'Ьдующаго значения 

-1)- 

1 -I- (а -4- 1 } = (1 -I- й) -I- 1 . . (опред. 4, сл'Ьд. 2) 

^{0-1-1} -4-1 (допущев1е). 

|Для а= 1 теорема ии'Ьетъ м'Ьсто, такъ какъ 
1-1-я^1-ь1^о-+-1; 
. теорема ии'Ьетъ м'Ьсто и для а = 2; сл'Ьд. и для я^З, и т. д.. 
1 всегда. 




Теорема 4. 

Доиустивъ, что теорема И'М'Ьегь м4сто для какого-нибудь зна- 
ченк Ъ, донажемъ, что она ям4етъ м'Ьсто и для сл'Ьдующаго эна- 
четя (& -н 1 ). 

а -I- (6 -I- 1 ) = {а -ь 6} -ь 1 . 
= (6 -1- а) -к 1 . 
= Ь-^-^а-^-\). 
= Ь-|-(1-)-я). 
^ (6 -н 1 ) -»- а . . . . (теорема 2). 

" ТаЕъ какъ для й ^ 1 теорема нм^етъ м'Ьсто (теор. 3); ( 
ии'Ьвтъ М'Ьсто и для Ь = 2; сл'Ьд. и для Ь = 3 и т. д., т. е. всегда. 
ОпреД'ЬлеН1е 6. Затш, оыражающтся рааенствомъ: 
ач-Ъ^Ь-*- а, 

называется коммутативнымъ или перем'Ьстительнымъ законола 

сложенгя. 

Соглашен|е 2. Согласимся, для со1;ра1цен1я письма, въ тожествен- 
ности такой заиси: 

\[{а -*-Ь) -^- с] -*- д\ -*- е = а ч-Ь -*- с -*- д -*- е. 

Теорема 5, Въ суммгь нпсколышхо сАагаемыхг можно перемпг- 
стг1ть два ПОСЛ'ЬДНИХЪ слагасмыхъ, не измгьняя с^/ммы. 
Требуется доказать, что 

Лч-Ъ~*~с^ Лч-сч-Ъ, 

гд4 Л иожетъ представлять сумму н^сколькихъ чиселъ. 
Жи пмЬеиъ: 



= Лч-{Ьч-с) 
= Лч-{с-\-Ь) 
= {Лч-с)ч-Ъ 



. .(соглаш. 2) 
. . (теорема 2} 
. .(теорема 4) 
. . (теорема 2) 
. .(соглаш. 2). 



Теорема 6. Въ сумм/ь тьскольхихъ слалаемыхъ можно пере- 
мгьсттпь два послЬдовательныхъ слагаемыхг, не измпняя суммы. 
Требуется доказать, что 

А-^-Ь-^-с-^-д^А-^-С'^Ь'^~д, 
гд4 А иожетъ иредставлять сумму в'Ьсколькихъ чиселъ. 
Мы ни'Ёеиъ: 



= (А- 
= {А- 
= Ач 



~д. . . . (соглашен1в 2) 
~д. . . .(теорема 5) 
- д. . . . (соглаи1ец1е 2). 



I Теорема 7. Въ суммп нгьсколъкихъ слагасмыхъ можно пере- 
ттть два какихъ угодно с.гтасмыхъ, не измття г,!/ммы. 
Требуется доказать, что 

■*- Ъ ■+■ с ч- О ч- е-*~С=:а ^-с^-с-^-(?-н6-I-/', 
рМн им'Ьенъ: 

>-Ъч~с-*-д-*-еч- (= а~*~с-*-Ъ-*~дч-е -ь/'. , . . (теор, 6) 
= а-^-с-^-д-^-Ь-^-е'+-^. . . . (теор. 6) 
^=:а-*-с-1~дч-е-1-Ъ -у-(. . . . (теор. 6) 
= а-*-с-*-е-*-д~*-Ь -*-(. . . . (теор. 6) 
^а-^~е-^-с-*-д-+~Ъ -*-(. . . . (теор, 6). 

I Теорема 8. Въ сумлт нпсколъкихг слагаемых^ моокно пере- 

тить ея слагаемыя какъ угодгю, не измтьняя суммы. 
I Требуется доказать, что 

а-*-Ь-1~сч-дч-е^с-1-е~1-Ъч-дч~а. 
|Ны ии'Ьемъ: 
а-^-Ь-^'С-^-д-^-е^С'^-Ь-^-а-^-д-*'е. ... (теор. 7) 
^с-»-е-1-ан-(?-1-6... .(теор. 7) 
=;е-не-+-й-нй-1-а... .(теор. 7). 

[Теорема 9. Последовательное прибавленге какого ни есть 
% смгасмыхъ равносильно прибавлент ихъ суммы и обратно. 



— 6. — 

Требуется доказать, что 

Мы ям^емъ: 

а-нЬ-нс-н(?-1-е-н/'=с-н()-ье-#-а-1-Ь-н/*. . (теор. 8) 

= (с-н(?-не)-4-а-нЬ-+-/', .(соглаш. 2) 
= а-л-Ьчг-(с-^д-^'ё)-^(. .(теор. 8), 

Аксюма 2. Если а = Ъу то 

ОпреД'ЬлеН1е 7. Если число а получается изъ другого числа Ь 
черезъ прибавлеше къ этому послгьднему какого-нибудь числа с, то 
говорить, что число а больше числа Ъ, а число Ъ меньше числа а. 

Это соотношен1е чиселъ а и Ь сумволически выражается такъ: 

а > Ь, Ъ <Са. 
Сл'Ьдств1е. Сумма больше паждаго изъ своихъ слагаемыхь: 

8^=а-^Ъ = Ъ-^а. . . . (теор. 4); 

сл'Ьд. 

8>а и 8>Ъ. 

Теорема 1 0. Если а'^Ъ, то 

а-^с'> Ь-^с. 

Действительно, изъ услов1я сл^дуетъ, что 

а = Ъч-х (опред. 7); 

а-^с=:Ъ-^х-нс.. . . (акс. 2) 

= 6 -н с -ь л? . . . . (теор. 8) 

= (Ь -н с) -н ж . . . (соглаш. 2); 
сл'Ьд. 

а -н с > Ь -*- с , . . . (опред. 7). 

Произведете. 

ОпреД'ЬлеН1е 8. Сумма Ъ равныхъ слагаемыхъ^ изъ которыхъ 
каждое равно а, называется произведеН1емъ а на Ъ, 







Нассожденге протведент называется уиножен1вмъ, 

11роизведвн1е чяРла а ъ&Ь обоаначаегся т,11;ъ 
а.Ь = аЬ. 

Повторяющееся слагаемое, т. е. а, назытется МНОЖИМЫМЪ; 

о равныхъ слатемыхъ, ч. е. Ь, называется нножителвмъ. 
) Теорема 1 1 ■ Если множимое равно 1 , т-о произведете 

э множителю. 
I Действительно, 



1.а^1-ь-1 



-1- 



-Ь 



Теорема 12. Выражеше а,1 не 7/мтьетъ смысла. 

Д*Йст1!Ите.1ьво, въ понятие о ироизведеша входятъ 110нят1я о 
01^ и равевств'Ь; эти щи понят1я цредподагаютъ, по крайней и^рЬ, 
|г числа. 

Соглашен1е 3. Подъ сгмволомаа.1 соиагиаютсяразумгьтьа. 

Теорема 1 3. Произведете числа а на Ь им>ьетъ то-шсо одно 
\ненге. 

> ДМствйтельно, 11ро1шведен1е есть сумма чиселъ натуральиаго 
д; сукиа же чиселъ натурпльнаго ряда есть (теор. 1) вполне 
Ид4ленное число натуральиаго ряда. 

Теорема Н. 

аЬ =^ Ьа. 
' Мы имфеиъ: 



а=1-ь1-»- 


н- 


...-.-1 


, 0=1-1-1-1- 

разъ 


-н 


...-+- 1 


й= I -1-1 н- 


-ь 


. , . -н 1 


Сложивъ эти равенства, получикъ 






Ь ра.ь 




а разъ 



Олред%лен1е 9. Затт, выражающейся ртснст/юмь 
аЬ = Ьа, 
называется КОМмутативныиъ или первМ^СТИТелЬНЫМЪ эйкотт 

умноокетя. 

ОпреД'Ьлен1е 10. Множимое и множитель называются СО* 

множителями, производителями л.ш факторами. 

Соглашен1е 4. Согласимся, длл (Юкраш,евЬ| пвсьиа^ въ тожествен- 
ности такой записи : 

{ [{аЪ] с]д\е = аЬсде. 

Теорема 1 5. Въ произведены нтьсколькихъ факторопъ можно 

перемгьстить два посл'Ьднихъ фактора, не изм/ышл произее- 
детя. 

Требуется доказать, что 

АЬс = АсЬ, 
гд'Ь Л можетъ представлять произведен1е н'Ьсколькихъ часолъ. 
Мы лжЫжь: 



[ ЛЬ^=: Л-^-Л-^-Л~ 



^ АЬ^Л-*-Л-*-А-1 

Сложивъ эти равенства, пол5чииъ: 



или (по соглашен1Ю 4) 



-АЬ^Ас-*-Лс-^Лс- 
{АЬ)с^{Ас)Ь, 
АЬс = АсЪ. 



-Ас, 
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Теорема 1 6. Въ произведенш нгьсколькихь факшоровъ можно 
перемтьстить два ПОСлЪдоватвльныхъ фактора^ не шмтшяя 
произведенгя. 

Требуется доказать, что 

АЪсд = АсЪд, 

гд'Ь Л можетъ представлять произведенхе н^сколькихъ чиселъ. 
Мы им^емъ: 

АЪсЛ = {АЪс) д. . . . (соглаш. 4) 
= {ЛсЪ)д. . . .(теор. 15) 
= ЛсЪд (соглаш. 4). 

Теорема 1 7. Вб произведенш нгьсколькихь факторовь можно 
перемтьстить два какихъ угодно фактора^ не измгьняя произ- 
веденгя. 

Требуется доказать, что 

аЪсде(= аесдЪ(. 
Мы им'Ьемъ: 

аЪсде^ = асЪде^ . . . .(теор. 16) 

== асдЪе(. . . . (теор. 1 6) 

= асдеЪ^. . . . (теор. 1 6) 

=:^аседЬ(. . . .(теор. 16) 

= аесдЪ^. . . . (теор. 1 6). 

Теорема 1 8. Въ произведенш нгьсколькихь факторовь моонто 
перемтьстить его факторы какь угодно, не измтьняя произведенгя. 
Требуется доказать, что 

аЪсде = сеЪда. 
Мы им'Ьемъ: 

аЬсде = сЪаде. . . . (теор. 17) 
= сеадЬ .... (теор. 1 7) 
= сеЬда . . . .(теор .17). 
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Теорема 19. Послшмтопслышс умпожснге па какое наесть 
число множителей равниснлыш умпожепгю на произведете 
этихь множителей и оГ^ратно, 

Требуется доказать, что 

аЬс(и/=аЬ(гое)1\ 
Мы им^емъ: 

аЪсое^'= С()еаЬ(. . . . (теор. 1 8) 
= {с<1е) аЬ1' . , (соглаш. 4 ) 
= аЪ (еде) ( . . (теор. 1 8). 

ОпреД'ЬлеН1е 1 1 . Законъ^ выражающгйся равеиствомъ 

а (Ьс) = аЬс, 

называется асС0Ц1ативнымъ или СОЧВТательнымъ закономъ 
умноженгя. 

Теорема 20. 

{а -\- Ъ) с = ас -^ Ьс, 
а (Ь -♦- С) = аЬ -ь ас. 
Мы им4емъ: 

с разъ 

1. (а-1-&)с=(а-нЬ)-»-(б«-4-Ь)-*-(а-1-&)-*-. . . .-+-(а-нЬ). . . .(опред. 8) 
= а-1-йн-а-*-&-*-а-нЬ-^. . . .--на-нЬ . . . . (теор. 9) 

с разъ с разъ 



= а-ьа"»-ан-....н-а-ь&-ь&-|-Ь-*-....н-Ь. . . .(теор. 8) 
= ас -ь Ьс . . . . (опред. 8) 

2, а (Ь -ь с) = (6 -ь с) . а . . . . (теор. 14) 

= Ъа-^са (теор. 20, 1) 

= аЪ-^ас (теор. 14). 

ОпреД'ЬлеН1е 1 2. Законъ^ выражающшся равеиствомъ 

{а -^ Ь)с = ас-^ Ьс^ 

называется дистрибутивнымъ или раопреД'Ьлительнымъ закономъ 
сложенгя и умноженгя. 
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Теорема 21 . Если а = Ъ^ то 

ас = Ъс. 
ДМствительно, по акйом* 2, им'Ьемъ: 





с 


разъ 






с разъ 




а-на-н а-н. . 


. . -4-а 


; — Ьн- 


Ь-^-Ъ-^-. 


кли 


(опред. 8) 




ас 


Ьс. 






Теорема 22. 


Если 


а>Ь, 
ас 


то 
>&с. 





ь, 



Изъ услов1я сл-Ьдуехъ, что 

а = Ъ-^х. . . , (опред. 7); 



сл4д. 



сл4д. 



ас = (Ъ-^х)с. . . .(теор. 21) 
= Ъс -^ сх . . . . (теор. 20); 

ас>Ъс. . . . (опред. 7). 



Разность. 

ОпреД'Ь/1еН1е 13. Число, которое надо прибавить къ меньшему 
гсзъ данныхъ чиселъ Ъ, чтобы получить большее а, называется 
разностью чиселъ а иЪ. 

Нахожденге разности называется вычитан1емъ. 

Знакъ вычитан1я — {минусъ)\ разность чиселъ а и Ь обозначается 

такъ : 

а — Ь. 

Число а называется уменьшаемымъ, число Ъ вычитаемымъ. 
Изъ опрвд4лен1я разности сл'Ьдуетъ, что 

Ь -*- (а — Ъ) = а, 
или 

(а — Ь) -н Ь = а . . . . (теор. 4). 
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Теорема 23. Разность двухб чисем аиЪу гдть а > &, илпьетв 
только одно значенге. 

Допустимъ, что разность чяселъ ажЪ ии^^етъ два различннхъ 
значен1я х и у, ж пусть 

Тогда 

ж -*- Ь > 1/ -н Ь . . . . (теор. 10); 
сл4д. 

а"^ а. . . . (опред. 1 3), 
что невозможно. 

Также докажемъ, что х не можетъ быть меньше у; сл'Ьд. х = у. 

Теорема 24. 

(а -н Ь) — Ъ = а. 



Действительно, по онред. 1 3, а есть разность между (а -§- Ь) и Ъ. 
Другого же значешя (по теор. 23) разность им4ть не можетъ; сд4д. 
теорема доказана. 

СоглашеН1е 5. Согласимся, для сокращен1я письма, въ тожествен- 
ности такой записи: 

I [(а ^н Ь) — с] — (?| -н е = а -н Ь — с — д-^е. 
Теорема 25. Если а^с^то 



Пусть 



тогда 



а — с = х\ 

а = х-^с (опред. 1 3) 

а-нЬ = л;-нс-1-Ь. . . . (акс. 2) 
= ж-4-Ь-1-с. . . .(теор. б). 



Отсюда 

а-ьЬ — с = ж-+-Ь.... (опред. 1 3) 
= а — с-нЬ. 
Теорема 26. Если 

а^Ь-^Су 



13 



то 



Пусть 



а — {Ъ'^с) = а — & — с. 
а — (&-+-с) = а;;. . . .(1) 



тогда 

а == а? -4- (Ь -I- с) . . . . (опред. 1 3) 
= о; -н (с -4- Ь) . • . . (теор. 4) 
= о; н- с -н 6 (теор. 9). 

Отсюда (опред. 1 3) 

а — Ъ = хч'с; 
отсюда (опред. 1 3) 

а — Ъ — с = х. . . .(2) 

Изъ равенствъ (1) и (2) по акс10м4 1 им'Ьемъ: 

а — (6 -н с) = а — Ъ — с. 

Теорема 27. Если Ъ^с.то 

а -+- (Ь — с) = а-\'Ъ — с. 

ДМствительно, 

а-ь(Ь — с) = а-н(Ь — с) -не — с. . . . (теор. 24) 

= а-н(Ь — с-нс) — с. . . . (теор. 2) 
= а-нЬ — с (опред. 1 3). 

Теорема 28. Если 

Ъ^ с и а>Ь — с, 



то 



Пусть 



тогда 



а — (Ь — с) = а -н с — Ъ. 

а — (Ь — с) = х. . . .(1); 

а = {Ъ — с) -4- ж (опред. 13); 

а-|-с = & — сн-ж-нс. . . . (акс. 2) 
= Ъ — с -ь- с 4-х. . . .(теор. 5) 
= Ъ-^х (опред. 13). 
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Отсюда (опред. 1 3) 

а -НС — Ъ = х. . . .(2). 
Изъ равенствъ (1) и (2) по акс10М'Ь 1 им']^мъ 

а — {Ъ — с) = а-^с — Ь. 

Теорема 29. Если 

аУ>Ъ и а — & > с. 



то 



Пусть 
Тогда 



а — Ъ — с=^а — с — Ъ, 



а — Ъ — с = х. . . .(1). 



а — Ъ = с-\-х. . . . (опред. 1 3). 
а = Ь -н с -4- ^г . . . . (опред. 1 3). 



Отсюда (опред. 1 3) 

а — с = Ь-^х. 
Отсюда (опред. 1 3) 

а — с — Ъ = х. . . .(2). 

Изъ равенствъ (1) и (2) по акс10м4 1 им4емъ: 

а — Ь — с = а — с — Ъ. 

Теорема 30. Если 

а>Ъ, с>д, 
то 

а — Ь -ь (с — (?) = а -н с — фч-д). 

Во первыхъ им'Ьемъ: 

1). . . .а — Ь-+-(с — д) = а — Ъ-ь-с — д. . . .(теор. 27) 

= а-+-с — Ъ — д. . . . (теор. 25). 

Съ другой стороны изъ данныхъ неравенствъ сл'Ьдуетъ: 

а-ь с > Ъ-^д; 
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сл-Ьд. 

2)....а-1-с — (Ь-нд) = а-1-с — Ь — д. . . . (теор. 26). 

Изъ равенствъ (1) и (2) по ашом* 1 им'Ьвмъ: 

а — Ь -#- (с — (?) = а -н с — (Ь -н о»). 

Теорема 31. Если 

и^Ъ, с>(?, а — Ь>с — (?, 
то 

а — Ъ — (с — д) = а'\-д — (Ь -§- с). 

Во первыхъ им^емъ: 

(1) . . . .а — Ъ — (с — д) = а — &н-(? — с. . . . (теор. 28) 

= а-+-(? — Ъ — с. . . . (теор. 25). 

Съ другой стороны изъ третьяго неравенства им'Ьемъ: 

а — & = с — д -\-х (опред. 7) 

а — &-|-Ь-1-(? = с — (?-1-^-1-Ь-ьж. . . . (акс. 2) 

а-ь-(? = с-+-Ь-1-ж (опред. 1 3) 

а-+-()>с-ь-Ь (опред. 7); 

стЬд. 

(2)....ач-() — (Ь-нс) = а-+-(? — Ъ — с... (теор. 26) 

Изъ равенствъ (1) и (2) по акс10М'Ь 1 им4емъ: 

а — Ъ — {с — ^) = а -+- (? — (Ь -+- с). 

Теорема 32. Если а>Ъ^ то 

{а — Ъ)с = ас — Ъс, 
с (а — Ъ) = са — сЪ. 

1. ДМствительно, 

(а — Ъ)с = {а — Ь)с-*-Ъс — Ъс. . . . (теор. 24) 

= (а — Ь-^Ъ)с — Ъс (теор. 20) 

= ас — Ъс (опред. 13). 
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2. с{а — Ь) = {а — Ь)с (теор. 14) 

==ас — Ьс (теор. 32, 1) 

= са — с1) (теор. 14). 

Теорема 33. Если а>Ь, с> д^ то 

(а — Ь){с — с) ) = ас -+- Ьс) — (а() -#- Ъс). 

ДМствительно, 

{а — Ъ){с — д) = (а — Ъ)с—(а — Ъ)д (теор. 32, 2) 

= ас — Ьс — (ад — Ъд) (теор. 32, 1) 

= ас -♦" Ьд — (Ьс -\-ад) . . . . (теор. 31). 

Теорема 34. Если а = Ь> с^ то 

а — с = Ь — с. 

ДМствительно, если бы 

а — сфй — с, 
то 

а — с-нсфЬ — с-^с. . . . (теор. 1 0) 
или 

а Ф Ь . . . . (опред. 1 3), 

что противно услов1ю; сл-Ьд. 

а — с = Ь — с. 

Теорема 35. Если а^Ь^ с, то 

а — с > & — с. 

Действительно, если бы 

а — с = Ь — с, 
то 

а — с-л-с^^^^Ь — с-\- с. . . . (акс. 2) 

а = Ь (опред. 13) 

что противно уСЛ0В1Ю. 

Если бы 

а-— с <^Ь — с, 
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то 

а — с-*-с<Ь — сн-с. . . . (теор. 1 0) 

а < Ь (опред. 13), 

что противно уСЛ0В1Ю. 
Итакъ, 

а — с > Ь — с. 

Теорема 36. Если 

а^Ъ, с>(? и а — Ь^с — (?, 
то 

а -4- (? = Ь -н с. 

ДМствительно, изъ условхя имФемг: 

а — Ь-ь (Ь -♦-(?) = (? — () -4- (&-#-(?). . . .(теор. 10, акс. 2) 

а — Ь-#-Ь-4-(? = с — (?-#-Ь-1-(? (теор. 2) 

а-л-дЩ^с-\-Ъ (опред. 13, теор. 5). 

Теорема обратная 37. Если 

> 



то 



^!>Ь, с>^ и а-^д = с-^Ъ^ 



а — Ъ = с — д. 

Изъ перваго и второго неравенствъ сл'Ьдуетъ, что 

а-#-д>Ь-#-(? и с-#-Ь>(?-4-Ь.... (теор. 1 0). 
Изъ третьяго условхя теперь им'Ьемъ: 

а^д — {Ъ'^д) = с-^Ъ — {Ъ-^д) (теор. 35, 34) 

а^д — Ь — дЩс-^-Ъ — Ъ — д (теор. 26) 

а'^д — д — Ъ = С'^Ь-- Ь — д (теор. 29) 



< 



а — Ъ = с — д (теор. 24). 



2 



я 
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Частное. 

Теорема 38. Для нпкоторыхъ чисе-п а и Ь возможна 

ствоватс такого числа х, которое, будучи умноокемо 
изъ иихъ Ь, воспроизводить другое число а. 

Чтобы показать возиожвость су1п,ествова1пя такого чшш 
точно вскрыть хотя одинъ прим'Ьръ такого сущвствовашя: 

г. 3=15. 

х = Ь удовлегворяетъ этому равенству. 

ОпрвД'Ьлен1е 14. Число, которое, будучи умножено на 
изъ данныхъ чиселъ Ъ, еоспроизаодитъ другое чис.ю а, называется 
частнымъ чиселъ аиЬ. 

Нахожденге частного называется Д'ЬлеН1емъ. 

Частное огь д^лев1я числа а ш. Ь сухвожнчески взобрахабтш 
таЕъ: 

а:Ь или -г-. 

Число а называется д^лимымъ, число Ъ д^лителенъ. 

Изъ 01гред1^вн1я частнаго сл4дувть, что 

{а:Ъ).Ъ-=а или ^.Ь^а. 

Теорема 39. Частное двухъ чиселъ а и Ь, если оно суще- 
ствуетг, имтьетг только одно значете. 

Допустииъ, что частное отъ д'Ьленк числа о на 6 ия'Ьвгь два 
различныхъ зяачвн1я х та у, ъ пусть 



Тогда 



СЛ11Д. 



х>у. 

хЬу> уЬ. . . .(теор. 22); 
й> я. . . .(опред. 14), 



что невозможно. 

Также докажеиъ, что х но можетъ быть меньше у; слйд. а:=у. 
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Теорема 40. 

(аЪ) :Ъ = а. 

ДМствительно, по опред. 1 4, а есть частное отъ д4лен1я аЪ 
на Ь. Другого же значешя (по теор. 39) это частное ии'Ьть не 
можетъ; сл'Ьд. теорема доказана. 

Опред%лен1е 1 5. Если число а представляешь произведенге 
двухь другихь чиселъ Ъ и х^ т. е. а = Ъх, то юворятъ^ что а 
есть кратное Ъ. 

Теорема 41. Если число а кратное с, то 



Пусть 



тогда 



Отсюда 



{аЬ) :с = {а:с)Ъ. 

а:с = х; 

а=^хс (опред. 14) 

аЪ=:хсЬ. . . .(теор. 21) 
= хЬс. . . .(теор. 15). 

(аЪ) :с = хЪ. . . . (опред. 14) 
= (а:с) Ъ. 



Теорема 42. Если чисм а кратное Ъс, то 

а : фс) = (а : Ь) : с. 
Пусть 

а:{Ъс) = х. . . .(1) 
тогда 

а = хфс). . . .(опред. 14) 
==х(сЪ). . . .(теор. 14) 
= хсЬ (теор. 1 9). 

Отсюда (опред. 14) 

а:Ь=^хс; 
отсюда (опред. 14) 

(а:Ь):с = а?. . . .(2). 



2* 
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Изъ равенствъ (1) и (2) по ашомЪ 1 ии'Ьомъ: 

а : фс) = (а:Ъ):с. 

Теорема 43. Если число Ь кратное с, то 

а (Ь : с) = (аЪ) : с. 
Действительно, 

а{Ъ:с)=: [а{Ъ: с). с] :с (теор. 40) 

= |б^[(Ь:с)с]} :с . . . .(теор. 19) 
= (аЪ) :с (опред. 14). 

Теорема 44. Если число Ъ кратное с и число а кратное 
ф : с), то 

а:ф:с) = (ас) : Ъ, 
Пусть 

а:(Ь:с) = ж. . . .(1). 
Тогда 

а=:ф\с)х (опред. 14); 

ас = (Ь : с)жс . . . . (теор. 21) 
=:ф:с)сх . . . .(теор. 15) 
^=Ъх .(опред. 14). 

Отсюда (опр. 14) 

{ас) :Ъ = х. . . . (2). 

Изъ равенствъ (1) и (2) по акс10М'Ь 1 им'Ьемъ: 

а:ф:с) = (ас) : Ъ. 

Теорема 45. Если число а кратное Ъ и число {а : Ъ) кратное 
с, то 

{а:Ъ):с = {а:с): Ъ. 
Пусть 

(а:Ь):с = х. . . .(1). 
Тогда 

а:Ъ = сх (опред. 14) 

а=:Ьсх . . . .(опред. 14). 
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Отсюда (опр. 14) 

а:с=^Ъх; 

отсюда (опр. 14) 

{а:с):Ъ = х. . . . (2). 

Изъ равенствъ (1) и (2) по аЕс1омФ 1 ии'Ьемъ: 

{а :Ъ): с = (а: с) :Ъ. 

Теорема 46. Если число а кратное Ъ и число с кратное д^ 
то 

(а :Ъ)(с:д) = (ас) : (Ъд). 

Во первнхъ им'Ьею: 

1) (а:Ъ){с:д) = [(а:Ъ)с]:д. . . . (теор. 43) 

= [{ас):Ъ]:д. . . .(теор. 41). 

Съ другой стороны, т. к. по уСЛ0В1Ю 

а = Ъх^ с = ду^ 
то 

ас = Ъдху. . . .(теор. 21), 

т. е. частное отъ д-Ьленхя ас на Ъд возможно; сл4д. 

2) {ас) : фд) == [{ас) :Ъ]:д (теор. 42). 

Изъ равенствъ (1) и (2) по ашомФ 1 им*емъ: 

{а :Ъ){с:д) = {ас) : {Ъд), 

Теорема 47. Если число а кратное Ь, число с кратное (?, 
число {а : Ь) кратное {с : д)^ то 

{а:Ъ):{с:д) = {ад) : {Ъс). 

Во первнхъ им^^еиъ: 

1) {а:Ъ):{с:д)=[{а:Ь)д]:с. . . . (теор. 44) 

= [{ад) :Ъ]:с. . . .(теор. 41). 

Съ другой стороны, т. к. по услов1ю 

а:Ъ = {с:д)Ху 



о о 



то 

(а :Ь)Ьд = {с: д) дЬх .... (теор. 21) 
или 

ад = сЬх .... (опрод. 1 4) 

т. е. частное отъ д'Ьлешя ад на Ъс возможно; сл'Ьд. 

2) (ад) : (Ъс) = [{ад) : Ь] : с . . . . (тоор. 42). 

Изъ равенствъ (1) и (2) по ашом-Ь 1 им'Ьемъ: 

{а:Ъ):{с:д) = (ад) : фс). 

Теорема 48. Если числа а иЪ кратныя о, то 

а Ь а -ьЬ 



ее е 

ДМствительно, 



= а-^-Ъ (опред. 14), 

Отсюда 

---*-- = -— (опред. 14). 



Теорема 49. Если числа а и Ъ кратныя с и 

а = Ъ^ 



то 

а Ъ 

Действительно, еслибы 

а -_ Ъ 



^.сф^.с (теор. 22) 



то 

с " ■ с 

или 

афЪ. . . .(опред. 14), 

что противно услов1ю; сл*д. 

а Ъ 

с с ' 



то 



то 
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Теорема 50. Если числа а иЪ кратныя с и 

а>Ъ, 

^ >> А 
ДМствителънОу еслибы 

а Ь 

с с ' 



^.с = ^.с (теор. 21) 



иди 

а = Ъ. . . .(опред. 14), 

что противно условш. 
Еслибы 

а ^ Ъ 
ТО 

у.с<у.с (тоор. 22) 

или 

а<&. . . .(опред. 14), 



что противно условш. 
Итакъ, 






Теорема 51. Если числа а иЪ кратныя с и а^Ъ, то 

а Ъ а — Ь 

•с с с 

Такъ Бакъ 

а>Ъ, 
то 

У>У — ^твор. оО). 

Дал'Ье, 

= а — Ъ (опред. 14). 
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Отсюда 



а Ь а — Ь . 1 I V 

- — -- = —- (опред. 14). 



Теорема 52. Шли число а кратное &, число с кратное д и 
если 



то 



а:Ъ^с:д, 



ад ~ Ъс. 



ДЬйствительно, изъ услов1я 

{а:Ь)Ъд = {с:д)дЪ (теор. 22, 21) 

ад = сЪ (опред. 14). 

Теорема обратная 53. Если число а кратное 6, число с 
кратное д и если 

ад = Ьс, 
то 

а:Ъ^с:д. 

Изъ услов1я сл^дуетъ, что 

а==Ьх и с = ду. . . .(опред. 15). 
Отсюда 

ад = Ъдх ж Ъс = Ъду .... (теор. 21); 

сл4д. ад и Ъс суть кратныя Ъд (опред. 15). 
Изъ третьяго условхя теперь им4емъ: 

{ад) : фд) | фс) : фд) .... (теор. 50, 49) 
или 

(ад) : (дЬ) I фЪ) :фд) (теор. 1 4) 

или 

[фд) :д]:Ъ = [фЪ) :Ъ]:д (теор. 42) 

или 

а:ЪЩс:д. . . .(теор. 40). 




ШВАЯ ЗБОЛЮЦШ ПОНЯТШ О ЧЙШ: АБСОЛЮТНОЕ 



Допущешя и установка тсригавов'ь. 



Теорема 54. Если число а не есть кратное числа й, яи> 
равенато 

хЬ:=а 
не имзъетг смысла. 

Действительно, въ натура.ияомъ ряду н'Ьгь числа х, удовле- 
творяющаго этому равенству, 

ДопущенЁе 1. Сущеапвуютъ субстанцш, ВПОЛН'Ь опредт- 
ляемыя двумя числами натуральпаго ряда и порядкомъ ихг. 

ОпреД'Ьлен1в 1 6. Субстапщю, вполнгь опредшляемую двумя 
числами натуральпаго ряда а г1 Ъ и порядком^ ихг, итовймл 
абСОЛЮТНЫМЪ ЧИСЛОМЪ м обозначимъ агмволомъ 
(«, Ь). 

ДопущеН1в 2. Допуапимг, что абсолютное число {а, Ь),гдгьа 
кратное Ь, есть у, т. о. 

Теорема 55. Всякое число натуральпаго ряда можетъ быть 
представлено подъ общимъ видомъ абсолютнаго числа, т. е. 
толнгь опредллено двумя чисгами нашуральнаю ряда и поряд- 
комъ мая, не ограниченными чксломг способовъ. 

Пусть а число натуральнаго ряда. 

Такъ какъ 

о^у. . . .(теор. 40), 

гд* 6 какое угодно число натуральнаго ряда, то 
а = (аЪ, Ь). 




ОпредЪлеН1е 1 7. Абсолютное число (а, Ь), гдп а есть крат- 
ное Ь, т. е. число патуральиаго ряда, называется цЪлымъ. 

ОпредЪлен1в 18. Абсолютное число (а, Ь), гдть а не есть 
кратное Ь, пазываешсл ДробНЫМЪ чисдомг или дробью. Число а 
называется числителенъ, число Ъ знаменателемъ, оба чист аиЪ 

членами дроби. 

Опрсд'Ьлен1е 1 9. Дробь называется правильною, если числи- 
тель ея менпе знаменателя; т щютивноли случать — неправиль- 
ною. 

Теорема 56. Дробное число (а, Ь) пока не можетъ быть 
разсматриваемо каш частное отъ дзьлетя а на Ъ. 

Действительно, еслибы ны сиаза.1и, что (я, Ь) есть частное отъ 
д^леша а на Ь, то это значило бы, что 

(о, Ь).Ь = а; 
но это равонство не им^Ьвть смысла, такъ какъ свойствъ (я, Ъ) мы не 
знаеиъ н сл^д. олераровать надъ нииъ не ум'Ьемъ и сл4д. не моженъ. 
Определение 20. Д'>а абсолютныхъ числа (а, Ъ) и (с, д) назы- 
ваются равными, если 

ад^Ъс. 
Равенство мхъ обозначается такъ: 

{а,Ъ)=(с, д). 
СлЪдств1в 1 . 

(в, о) = [Ь, Ъ). 

Следств1е 2. Значете дроби не изменяется отъ умноженгя 
или дтьленгя числителя и знаменателя ея на одно и тоже цплое 
число т. е. 

(а, Ь) = (ап, Ьп). 

На этомъ свойстве дроби осаованы преобразования, назнваемыя 
приоедетемг дробей кя общему знаменателю и сокращенгемъ 
дробей. 

ОпреД'ЬлеН1е 2 1 . Лзъ двухь абсолютныхг чиселъ (а, Ь) и (с, д), 
число (а, Ь) называется б&ЛЬШИМЪ числа (с, й), йслы 
ад > Ьс, 
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и меньшимъ числа (с, д) если 

ад < Ъс. 

Въ первомъ случае пишутъ 

К Ъ) > (с, д\ 
во второмъ 

(а, Ъ) < (с, д). 

Теорема 57. Опред1ьл€нгя равенства и неравенства абсолтп- 
ныосъ ^тселъ не противоргьчатъ понятгю о равенствгь и неравен- 
ствгь чиселъ натуральнаю ряда. 

ДМствительно, если а кратное Ь, с кратное д^ то 

(а, Ь) = у, (с, д) = \ (допущ. 2). 

Изъ теоремъ же 5 2 и 5 3 сл-Ьдуеть : 
1) равенство ад = Ъс есть необходимое и достаточное условхе 
равенства 



а 



2) неравенство ад > Ъс есть необходимое и достаточное условхе не- 
равенства 

ъ ^ д' 

3) неравенство ад<^Ъс есть необходимое и достаточное услов1е не- 
равенства 



Теорема 58. Если 



— ^ 2- 



(о, Ъ) = (с, д\ 
(е, Г) = {с, д), 



то 



(а, Ъ) = {е, /"). 
ДМствительно, изъ уаов1я ии'Ьеиъ: 

ад = Ьс 



1] (опред. 20). 

/с = еа I 
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Отсюда 



или 



или 



отсюда 



ад(с = Ьсед • . . . (теор. 2 1 ) 
а({сд) = Ъе (сд) .... (теор. 1 9) 

а^=Ъе. . . .(теор. 49); 
(й, &) = (б, /) . . . . (опред. 20). 

Сумма. 

ОпреД'ЬленЁе 22. Число вида (а -ь Ъ, с) называется суммою 
абсолютныосъ чиселъ (а, с) и (Ъ^ с). 
Эта мысль записывается такъ: 

(«, с) -ь- фу с) = (а-1- &, с). 

Теорема 59. Опредгьлете суммы абсолюшныхъ чиселъ не 
прошивохтчишъ понятгю о суммть чиселъ натуральпаго ряда. 
ДМствительно, если а и & кратныя с, то 

(«, ^) = 7", (Ь. ^) = Т (Допущ. 2). 

По теоремЬ 48 

а Ъ а-^Ъ 

с с с ' 

Т. е. 

(а, с) -+- (&, с) = {а-^ Ъ, с). 

Теорема 60. Сумма чиселъ (а^ с) и (Ъ^ с) имтьетъ только 
одно значенге. 

ДМствительно, по опред. 22, сумма чиселъ (а, с) и (Ь, с) есть 
(ач-Ъ, с), т. е. по (опред. 16) число, вполнгь определяемое числами 
а -ь- & и с и порядкомъ ихъ, причемъ и а -+- & вполн4 определенное 
число натуральпаго ряда (теор. 1). 

Теорема 61. Сумма больше каждаго изъ своихъ слагаемыхъ. 
Тр. доказать, что 

{а -ь- Ь, с) > (а, с). 
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ДМствительно, 

а -+- & > л (сл-Ьд. опред. 7) 

(а -*- &) с > ас (теор. 22) 

(а-нЬ, с) >(а, с). . . .(опред. 21). 



Теорема 62. Законы сложенгя: коммутативный и ассоцга- 
тиеный имгьютъ мгьсто для всякиосъ абсолютиыхъ чиселъ. 



I. (а, с) -*- (&, с) = (а -+- &, с) (опред. 22) 

= (Ь -*- л, с) (теор. 4) 

= (Ь, с) -+- (а, с) . . . . (опред. 22). 

П. (а,Ь)-1-[(с,Ь)-*-((),Ь)] = (а,Ь)-1-(сч-(),г;) (опред. 22) 

= (а -+- с -*- (), Ь) (опред. 22) 

= [(а -I- с) -*-(?, Ь] (соглаш. 2) 

= {а-\-с^Ъ)-\-{д,Ъ) (опред. 22) 

= («, Ь) -*- (с, Ъ) -+- ((?, Ь). . . (опред. 22). 



Теорема 63. Если (а, Ъ) = (с^ д), то 

(а,Ъ)-^(е,Г) = {с,д)ч-{е,Г). 

На основаши сд'Ьдств1я 2 изъ опрвд-блентя 20, требуется до- 
казать равенство: 

(аЛ ЪП -^ фе, ЪГ) = {сГ, дП -+- (де, дГ), 

или (опред. 22) 

{аГ-^ Ъе, ЬГ) = {сГ-^ де, дГ\ 
или (опред. 20) 



или (теор. 49) 
или (теор. 20) 

или (теор. 34) 



{а(-л-Ъе)дГ={с{'чг-де)ЪГ, 
{а(чг-Ъе)д = {сГ-^де)Ь, 

ад(-\- Ъде = Ъс/*-^ Ьде^ 



ад1*= Ъф 
Это же равенство им-Ьеть м-Ьсто : действительно, изъ услов1я 

ад==Ьс. . . . (опред. 20); 
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сл4д. 

ад[=^Ъс( (теор. 21). 

Теорема 64. Если (а, Ъ) > (с, Ъ), то 

Изъ уСЛ0В1Я 

аЬ>Ы). . . .(опред. 21); 



сл4д. 



сл4д. 
сл-Ьд. 



сл4д. 



а>с. . . .(теор. 50); 

а-4-(?> с-^д, . . .(теор. 10); 

(а нн- (?) & >(с -4- (?) & . . . . (теор. 22); 



сл-Ьд. 



(а нн- (?, Ь) >(с -4- ^, Ь) . . . . (опред. 21); 
(а, Ъ) -н {д, Ъ) > (с, Ь) -4- ((?, &) (опред. 22). 

Произведете. 
Опред'Ьлен1е 23. ?^с4о ^^да (ас^ Ъд) называется произведе- 

Н1емъ абсолютньксъ чиселъ (а, Ъ) и (с^ д). 
Эта мысль записывается такъ: 

(а, Ъ) . (с, д) = (ас, &^). 

Теорема 65. Опредгьлете прошведенгя абсолюшныхъ чиселъ 
не противоргьчитъ поиятгю о произведенш чиселъ натуральнаго 
ряда. 

ДМствительно, если а кратное Ь, с кратное (?, то 

{<^^ Ь) = у I (^^ ^) = т — (л^ч^Щ- 2)- 

По теорем* 46 

а с ас 

т. е. 

(а, Ь).(с, д)=г:(ас^Ъд). 
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Теорема 66. Произведете числа (а, Ь) на чно/го (с^ д) имгьепгъ 
только одно зиаченге. 

ДМствительно, по опред. 23, произвбден1б числа (а,&) на число 
(с, д) есть {аСу Ъд), т. е. (по опред. 1 6) число вполнгь определяемое 
числами асжЪдж порядкоиъ ихъ, причемъ ас и Ьд вполн'Ь опред1^- 
денння числа натуральнаго ряда (теор. 1 3). 

Теорема 67. Законы умноженгя: коммуташпвныщ ассоцга- 
тивний и дистрибутивный имтьютъ мтьсто д^гя всякихь абсо- 
Аютныхъ чиселъ. 

I. (а, Ъ) . (с, д) = {ас, Ьд) (опред. 23) 

= (са, дЪ) (теор. 14) 

= (с, д) . (а, Ъ) . . (опред. 23). 

П. (а, 6) . [(с, д) . {е, Г)] = («, Ь) . {се, дГ) (опред. 23) 

= {асе, ЪдО (опред. 23) 

= (ас, Ъд).{е,0 (опред. 23) 

= (а, Ъ) . (с, (?) . (е, /) . . (опред. 23). 

Ш. [(а, 6) -+- (с, Ь)] ((?, е) = (а -н с, Ь) . (д, е) (опред. 22) 

= [(а -I- с) (?, Ье] (опред. 23) 

= {ад-^сд,Ъё) (теор. 20) 

= {ад, Ье) -I- {сд, Ъе) (опред. 22) 

= (а, У) . {д, е) -I- (с, Ь) . {д, е) . . (опред. 23). 

Теорема 68. Если (а, Ъ) = (с, д), то 

(а, Ъ) . {е, О = (с, д) . (е, /)• 

На основанш опред'Ьлен1я 23 требуется доказать, что 

{ае, Ь^ = {се, д(), 
или (опред. 20) 

аде(= Ъсе(, 

Это же равенство им4етъ мЬсто: изъ услов1я 

ад = Ъс\ 
слфд. 

аде(=1Ъсе(. . . .(теор. 21). 
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Теорема 69. Если (а, Ъ) > (с^ д), то 

{а,Ь).{е,П>{Суд).(е,П' 
На основан1И опред. 23 требуется доказать, что 

{ае, Ь[) > {се, д(), 
или (опред. 21) 

ад€( > Ьсе(. 

Это же неравенство им4етъ м4сто: изъ услов1я 

ад > Ьс; 

сл-Ьд. 

аде(у^ Ъсе(. . . .(теор. 22). 

Разность. 

Теорема 70. Если (а, с) > (Ь, с), то всегда существуетъ 
такое абсолютное числОу которое, будучи сложено съ мепьшимъ 
изъ данныхъ чиселъ (Ъ, с), воспроизводить большее (а^ с). 

Изъ услов1я, по опред. 2 1 , 

или 

а> &. . . .(теор. 50); 

сл4д. {а — Ь) вполн-Ь определенное число патуральнаго ряда 
(теор. 23). 

Число вида (а — Ь, с) удовлетворяетъ требовае1Ю, такъ какъ 

[а — Ь, с)н-(Ь, с) = {а — Ьн-Ь, с). . . .(опред. 22) 

= (а, с) (опред. 13). 

Опред^леНЕО 24. Число х^ удовлетворяющее равенству 

ж -+-(&, с) = (л, с), 

гдгь (а^ с) и (Ь, с) абсолютный числа и (а^ с) > (Ь^ с)^ называется 
разностью чиселъ (а, с) и (Ъ, с). 
Эта мысль записывается такъ: 

(а, с) — (Ь, с) = {а — Ь, с). 



Теорема 71. Разность чисеАъ(а, с) а (Ъ, с), гдп>(а,с) "^ (Ь,с) 
импетъ только одно значете. 

Допустимъ, что разность отъ вычитания числа {Ь, с) изъ числа 
(а, с) йм*етъ два различныхъ значения х и ?/; пусть 



Тогда 



а:>1/. 

-('',р)>У-«-(^,с). 



.(теор. 64); 



{я, с) > {а, с). . . .{опред. 24), 

чи) невозяожво. Также докажевъ, что х не можетъ быть мея'Ье у; 
сл*д. х = у. 

Соглашен1е 6. Лбсолютныя числа будеиъ обозначать для крат- 
кости греческаии буквами а, 3, V 

Теодема 72. Равенства: 

(ви-Р) — Т = а— у-нр, гд* «>т, 

а. — ф-)-7) = а — Р — Т, гд* а > ^ -1- т, 

1Я-4-(Р — у) = <1-4-3— Т, ГД1 Р> у, 

« — |Э — 7) = ='^-7-?, ГД* Р>7. «>Р — Т. 

а — ? — Т = я — Т-?, гд11а>Р, а— р>у, 

« — ^^-(у — г)=.-ну — ф-н8). гд4а>р, у>8, 

а_р— (у— 8) = «ч-8 — (Э-ну),гд11а>?,у>8,« — р>у-г, 

(я— Р)у = ау — Ру, гд*а>Р, 

(ее— ?)(у — 8) = ау-1-р8 — (а8-^Ру), гд1.«>р, у>8, 

доказанныя для чисели нвтуральнаго ряда, имгьютг мпсто для 

всячихъ а^солютныхг чиселъ. 

Въ саиоиъ д'ЬлЬ, при вывод* ихъ мы опирались на теореиу о 
тонъ, что разность двухъ чиеелъ ик15етт. только одно значен!е, на 
вомнутативный и асеощативный за|^оны слол1ен)л в дистрибутивный 
законъ СЛОЖ0В1Я и умножел]л. Эти же теоремы им^ютъ лйото и для 



всякихъ абсолютиыхъ чясеяъ; сл-Ьд. и вншеуказанпыя равенства 
ня'Ью'гъ м'кто для всякихъ абсолютпыхъ чиселъ. 

Теорема 73. Если а ^ ^ > -|', иго а — у^р — -;;ес;ш 
а>'^>'{,то а — т > Р — Т- 

Теореиы эти пи'Ьютъ м11сто для чиеолъ натуральнаго ряда (теор. 
31, За). Истины, на которыхъ основано ихъ доказательство, киЪюгь ' 
к-Ьсто и для всяцйхъ абсолютныхъ чиселъ (теор. 63, 04); сл1!Д. тео- 
ремы эти нгЬюгъ м'Ьсто для вслмхъ абсолюгныхъ чиселъ. 

Теорема 74. Если а > р, у > 2, то 

а ч- 5 ^ ^ -*- у 

есть необходимое и достаточное услше, чтобы 

а_^ ^у_3. 

Теороиа эта им^етъ м'Ьсто для чиселъ натуральнаго ряда (теор. 
36, 37). Истиии, на которыхъ основано яхъ доказательство, иИ'Ьютъ 
5гЬсто для всякихъ абсолютяихъ чиселъ (теор. 63, 64, 72, 73); 
слЪд. теорема им'Ьетъ ш'Ьсю для всякихъ абсолютныхъ чиселъ. 



Частное. 

Теорема 75. Всегда сущсствуетъ такое абсолютное 'и/сло, 1 
которое, будучи умножено на одно изъ данныхъ абсолютныхъ 1 
чиселъ (с, д), воспротводитъ другое данное число (о, Ь). 

Д'ЬЙствительно, число вида («1^, Ьс) удовлетворяетъ требова 
такъ какъ 

{ад,Ьс).(с,д) = {асд,Ьсд). . . .(онред. 23) 

= (а,Ь} (опред. 20, сд1!Д. 2). 

Теорема 76. Равенство 

гдп цтлое число а не есть кратное г^]ь.1аго числа Ь, получаетъ 
смыслг. 
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ДМствительно, по теор. 75, существуетъ число, удометворяющее 
равенству 

X , фс^ с) = (ас, с), 
или равенству 

^•У = Т (Допущ. 2), 

или равенству 

х.Ъ = а. . . .(теор. 40). 

ОпреД'ЬлеН1е 25. Число а;, удовлетворяющее равенству 

X . (с, (?) = (а, Ь), 

гдть (а, Ь) г^ (с, д) абсолютныя числам называется частнымъ чиселъ 
(а, Ъ) и (с, д). 

Эта иысль записывается такъ : 

(а, Ь) : (с, д) = {ад, Ъс), 

Теорема 77. Каковы бы ни были цтьлыя числа аиЬ^ сгмволъ 
(а,Ъ) можетъ быть изображенъ подъ видомъ -|-, ш. е. 

(«,Ь) = у- 
По опрвд'Ьлвн1Ю 25 им-Ьемъ: 

(а, с) : (6, д) = (а(?, Ьс). 

Зам4нимъ а на ас, Ь на Ъд\ получимъ: 

[ас^ с) : (Ь(?, ^) = (ас^, Ьсс)), 



или 



"*^ : -г = (а, Ь) . . . . (допущ. 2, сл'Ьд. 2 изъ опред. 20), 



с • д 
или 

а : Ь = (а, Ь) . . . . (теор. 40), 
или 

у = (а,Ь). 

Теорема 78. Частное ошъ дгьленгя числа а па число ^ имгьешъ 
только одно значенге, 

3* 



Допустнмъ, что частвое огь д*лев1я числа а на р ик'Ьетъ два 
различввхъ звачев!я х и ?/, и пусть а: > у; тогда 

э-р>1/р (теор. 69); 

сл4д. 

а> й (опред. 25), 

что невозиожЕо. 

Также докажемъ, что х ив вояетъ быть мевьше у; сл'Ьд. х^у. 
Теорема 79. Равежтва: 

(аР):р = а 

а:(р-Г) = (а:Р):-Г 
«.ф:7) = («Й:-г 

(.:В:-Г = (а:-():? 
(«:Й(т:«) = И):№ 
(«:Р):(-,:8) = (а5):(Р7) 
' I ' _" — Р 

доказанныя для чиселъ натурадьпшо ряда^ имгьютъ мпсто для 
всянихд абсолютныхь чиселъ. 

Въ самомъ д^!*, ври вывод* ихъ яы онаралвсь на теорему о 
томъ, что частное двухъ чиселъ имФегь только одно зяачен1е, на кон- 
иутативвыИ, ас1;оц1итипный и дистрибутивный каковы уицожен1я. Эп 
же теоремы ии4ютъ м'Ьсто и для всякихъ абсолюгиыхъ чиселъ; сл4д, 
и вышеука:!анныл равенства им'Ьютъ и'Ёсто для всякихъ абсолютныхъ 
чиселъ. 

Теорема 80. 

есть необходимое и достаточное усдовге, чтобы 
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Теорема эта им'Ьетъ м-Ьсто, если а, р, у, 8 суть числа натуральнаго 
ряда, причемъ а кратное р и у — кратное 8 (теор. 52, 53). Истины, 
на которнхъ основано ихъ доказательство, им'Ьютъ м'Ьсто для всякихъ 
абсолютныхъ чиселъ (теор. 68, 69, 79); сл-Ьд. теорема им'Ьетъ м'Ьсто 
для всякихъ абсолютныхъ чиселъ. 

Теорема 81. 

1=-, 

гдгь а число натуральнаго ряда, 
ДМствительно, 

1.а = а. . . .(теор. 11); 
сл^Ьд. 

1 = — . . . .(опред. 14). 

Теорема 82. Правг^льная дробь меньше 1^ неправильная 
больше или равна 1 . 

1) Если у дробь правильная, то 

а <,Ъ. . . . (опред. 1 9); 
если X — число натуральнаго ряда, то 

ах<С.Ьх. . . .(теор. 22); 



сл-Ьд. 



у<|- (опред. 21) 



иди 



у < 1 (теор. 81). 

2) Если у — дробь неправильная, то 

а>6. . . .(опред. 19); 



сл-Ьд. 



егкц. 



ах'^Ъх. . . .(теор. 21, 22); 



2->^....(опред. 20, 21) 



1 
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или 

у > 1 (теор. 81). 

Теорема 83. 

1 а а 1 а 

•^•у — у--^ — У» 

гдгь а иЪ суть числа натуральпаго ряда. 

ДМствительно, если х число натуральнаго ряда, то 

1-У = 1""У ("^^^Р- ^1) 

= 2 (теор. 79) 

= у (опред. 20, сл4д. 2). 

Сл-Ьдств'ю. 

а ^ -у а 

У • ^ ~"Ь"> 

гдгь а иЪ суть числа натуральнаго ряда. 
Действительно, 

уЛ =у. . . .(теор. 83); 
сл4д. 

у = у : 1 . . . . (опред. 25). 



ВТОРАЯ ЗБОЛЮЩ ПОНЯТЫ О ЧЯШ: ОТНОСИТЕЛЬШ 

ЧИСЛА. 

Допущешя и установка терминовъ. 

Теорема 84. Если число а ^ Р, то равенство 

пе имгьетъ смысла. 

Действительно, н4тъ абсолютнаго числа х^ удовлетворяющаго 
этому равенству (теор. 70). 



Д011ущеН1е 3. Существують субстанцш, ВПОЛНЕ опрсО/ьляС' 
мыя двумя абсолютными иислами и порядкомъ ихг. 

ОпреД'Ьлен|е 26. Оубстанщю, вполнп опредгьляемую доумя | 
абсолютными чистми а. и ^ и порндкомъ ьхъ, назовемг ОТНОСИ- 
тельнымъ числомъ и обозначинъ сглволоиъ 

{«, ?)■ 
Допущение 4. Допусти.т, что относительное число (а, Р), 
гдгь а |> р, есть я — р, т. е. 

(а,^) = а — |3. 

Теорема 85. Всякое абсолютное число можетъ быть пред- 
ставлено подъ общимъ видомъ относительнаго числа, т. е, вполшь 
опред)ь.1еио двумя абсолютзшми числами и порядкомъ ихй, ие- 
оцтничсннымг числомъ способовъ. 

Пусть а — абсолютное число. 

Такъ какъ 

а = (а-ьр) — р (теор. 72), 

гд^Ь р накое угодно абсолютное число, то 



что и требовалось доказать. 

ОпреД'Ьлен^В 27. Относительное число [а, (3), гдгь а > р, 
т. е. абсолютное чисдо^ назыпается ПОЛОЖИТбЛЬНЫМЪ. 

ОлреД'Ьлен|е 28. Относительное число (а, ^), гд}Ь а < р, «а-"^ 
зивается отрицательнымъ. 

Опред'ЬленЁе 29. Относите-гтое число (а, р), 1д}ьа = '^, на- 
зывается нулемъ и обозначается сумволомъ О, т. е. 

(а, а) = 0. 

Теорема 86. Относительное чиаго (а, Р), гдгь а. небольше р, 
пока не можетъ быть разсматриваемо какъ разность чиоеАъ\ 



ДМствательпо, еслибц ни екагшлп, что (а, Р), гд* а пв больше 
есть разность чнсо^г а и ^, то это значило бы. чти 
(а, и -.-? = ». 

Но это равенство не имЪетъ синела, такъ какг свойствъ (ас, 
мы не зпаеяъ и сл*д, оперировать аадъ нииъ не ун'Ьечъ и сл'Ьд. : 
можеиъ. 

Опред^лен1е 30. Д»в относительнихъ числа (а, ^) и [•(, 
называются равнЫМИ, если 

а-н 8 = р -I- у. 

Равенство ихъ обозначается такъ: 



Сл'Ьдств1е 1. 
Сл^дств1е 2. 



(«, р) = (7, 81. 

(«, а) = ф, Р). 

(а, р) = (а -н ж, р и- х), 
гд^ X какое угодно абсолютное число. 

0прбД'Ьлен!е 31. Мзъ двухъ опшосительныхь чисель {а., Р) 
(■^, 0), чцсАО (а, р) называется бЬльшимъ числа (у, §), если 

а -»- 8 > [3 -ь у, 
и иеНЬШИМЪ числа (у, 8), если 

а и- 3 < Р -н у. 
Въ первоиъ случае пвнхутъ 

во второмъ 

к Р)<(у, 8). 

Теорема 87. Опредтьлетя равенства и неравенства отй1 
тпельныхъ чиселъ не противоргьчатъ понятгю о раоенствть и 
равенспшть абсолютных^ чиселъ. 

ДМствительно, если к > р, у > 2, то 

(а, Р) = « — р ЛТ Л.) = Т - 2 ■ . • ■ (Допущ. 4). 
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Изъ теоремы же 74 сл*дуетъ: 

1) равенство а-4-8 = р-*-у есть необходимое и достаточное 
;слов1е равенства 

2) неравенство а -*- 8 > р -*- у есть необходимое и достаточное 
услов1е неравенства 

а_р>у_8; 

3) неравенство а -н 8 < р -*- у есть необходимое и достаточное 
услов1е неравенства 

а — р<у — 8. 

Теорема 88. Если 

(^?) = (Т,8), 
то 

(а, Р) = (е, ^). 
Действительно, изъ услов1Я им-Ьемъ: 

^ ^ М (опред. 30). 

^-+-у = е-+-8 I 

Отсюда 

а-4-8-*-^-»-у = Рн-у-+-е-+-8.... (теор. 63) 
или 

а-*-.^-»-у-»-8 = р-+-е-+-у-ч-8 (теор. 62) 

или 

а -*- ^ = Р -»- е . . . . (теор. 73); 
отсюда 

(а, Р) = (е, О . . . . (опред. 30). 



Сумма. 

Опред^леше 32. Число вида (а-*- у, Р-«-8) иазывается 
суммою ошносительныхъ чиселъ (а, Р) г* (у, 8). 
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Эта вшсль записыиаотсл тапъ: 

Теорема 89. Опредплете суммы относптелышхъ чиселг не 
протиао}>1ьчатъ понятгю о сумм/ь абсолютнихъ чисел». 
Д'Ьйствительно, если а > р, у > 2, то 

{а, р) = а — р, (у, 8) = у— 8 (доиущ. ^). 

По творе«4 72 

а — р -ь (т — 8) = а -ь у — (^ ч- 8), 
т. е. 

(«, Р)--(Г. ») = (='-^-Г. ?ч-8). 

Теорема 90. Сумма чиседъ (а, Р) и {у, 8) умгьетъ пюлько 
одно значенге. 

Действительно, по 01гред1иешю 32, сумма чиселъ (а, р) и (у, 8) 
есть (а-1-у, Р-1-61, т. 6. (опред. 26) число, вполн'Ь олред'Ьляенов 
числами о-ьун^н-Зи порядкомъ ихъ, при чеиъ а -I- у и р -§- 8 
виолн'Ь определенный числа (теор, 60). 

Теорема 91. Законы сдожетя: коммутативный и ассощ^^ 

шивный им/ьтнг М7ьс7По для вся/сип относителъныхъ чиселъ. 

1. (а,р)-1-(у,8) = (г:ч-у,р-1-8) (опред. 32)- 

^(ун-а,8-|-^) (теор. 62) 

= (у,8)-ь(а,р) (опред. 33).; 

П. (а,р)-ь[(у,§)-ь(еЛ)] = («,Р)-ь (7 + ^,8 + ;). . . .(опред.ЗЗ) 
= (а-ь7->-е,3-»-8-«-^). ..(опрел.32) 
= [(а-1-у)-|-Е,(р-1-8)^^] (согл. 2) 
=.(«-ьу,р-|-9)-|-(е,С). .. .(опред. 32) 
= (а, Р}-н(у, ^)-^{в,-С) . . . .(оиред. 32). 
Теорема 92. Если (а, |3) = (у, 8}, «10 

(а,Р)-ь(Е,?) = (у,8)-|-(б,Е). 
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На основаши опред'Ьлен1я 32, ел'Ьдуетъ доказать равенство 

или (опред. 30) равенство 
или (теор. 62) 

Это хе равенство им-Ьотъ м4сто: действительно, изъ услов1я 

а -#- 8 = р -♦- у . . . . (опред. 30); 
сл'Ьд. 

а-+-8-#-(б-1-д = р-*-у-»-(е-+-?) (теор. 63). 

Теорема 93. Если (а, р) > (у, 8), то 

(а, Р) ^ (г, ?) > (у, 8) -ь (8, ?). 
На основанш опред'Ьлен1я 32, сл-Ьдуетъ доказать неравенство 

(а-ье, р-ь$)>(у-ьб, 8 + ?), 

или (опред. 31) неравенство 

ач-б-+-8-+-?>Р-+-?-+-у-ье, 

или (теор. 62) 

Это же неравенство им-Ьетъ м-Ьсто: дМствительно, изъ услов1я 

а -♦- 8 > р -#- у . . . . (опред. 31); 
<5л4д. 

а^8-^(гч-0>р-»-у-+-(е-»-!:)----(теор. 64). 



Произведете. 

ОпреД'ЬлеНЕе 33. Число вида (ау -+- ^8, а8 -#- Ру) называется 
лроизведешемъ относительныхъ чиселъ (а, Р) г^ (у, 8). 
Эта мысль записывается такъ: 

(а, р) . (у, 8) = (ау ^ р8, а8 -»- ру). 




Теорема 94. Опредчк/генге произведетя относительпыхъ чи- 
сслъ не притчворшчитъ почятгю о произведенш абсолютпыхъ чм- 

седъ. 

ДМствительно, если а > Р, -; > 8, то 

{а,р} = а — ?, (у,8) = у — 8.. ..(допущ. 4). 
По теорем* 72 

(а - р) (-Г - 8} = «у -ь р$ - (а5 -ь ру}, 
Т. е. 

Теорема 95. 11ро1ьзведенк чгкла («, р) не число (у, 8) Ш1№ея»а 

только одно значеше. 

ДМствйтельво, ло опред. 33, произведев1е числа (к, р) на число 
(у, 8) есть (ау -к ^8, а8 -I- ^у), т. е. (по опред. 26) число впол>т 
определяемое числами ау -н р8 и а8 -*- ^у и иорядкомъ ихъ, при- 
чемъ ау -I- рз и а8 ^- ру мголн'Ь опрвл^ленвыя абсолютная числа 
(теор. 60, 66). 

Теорема 96. Законы умпожетя: коммутатигтый, ассоща- 
тивный и дистрибутивный пмш07пъ М1ьсто Оля всякихъ относи- 
тельныхъ чиселъ. 

I. (се, р) (у, 8) = (ау -н ^8, а§ -н ру) (опред. 33) 

= {уа-ь8р,ур-ь8а) (теор. 62, 67) 

= (у,8)(а,Р) (опред. 33). 

П. (а, Р) [(у, 8) (е, Щ = (а, Р) (уа н- 5!;, уС-ь 8е) (опред. 33) 

= [а (уе -4- ЗО -*- Р (уГ н- Ч '^ (у? -ь 8е) -ь- 
-ьр(уб-+-20|-- (опред. 33) 

^ (ауЕ н- «8^ -I- |3у(^ -+- Р8е, «у^ -н а8& н- 
-ь (Зуе и- 380 . . .(теор. 67) 

= (ау5 и- Э8е -•- а8Г -н ру!;, ауС -+- ^8^ -+- 
-+- а8б и- руе) . . . (теор. 6 2) 

= [(ау -♦- Йг}5 -н (а8-нру)!;, («ун-р8)^-|- 
м-(аЗ-1-ру)в]..(теор.67) 
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= (ау -I- ра, «8 н- Ру) . (е, ?) (опред. 33) 

= (а,Р)(Т,«)(е,?) (опред. 33) 

III. [(а, р) н- (у, 8)] . (е, ^ = (а -^ у, ? -4- 8) . (е, С) . . . . (опред. 32) 

= [(а-+-у)е-н(Рн-8)?,(а-^у)г;-н 

-ь (Р -+- 8) е] . . (опред. 33) 

= («в -+- уе -ь- р? -+- а^, а^ -*- у? -н 

-+-Рб-4-8б) (теор. 67) 

= |-(«е н- РО -^ (уе -н аС), (а^ -к ^е) -н 
-♦-(у$н-8б)] (теор. 62) 

= (ае н- рг:, аг: -+- Рг) -4- (уе -4- 81;, у^ -*- 

-4-8б) (опред. 32) 

= (а,р)(б,0-*-(т,3).(бД). .(опред. 33), 

Теорема 97. Если (а, Р) = (у, 8), то 

(а,р).(б,0 = (у,8;.(бД). 

На основан1и опред'Ьлешя 33 требуется доказать, что 
(ае -+- р5, о^^ -+- ре) = (уе -*- Ы, ^С н- 8е), 

ИЛИ (опред. 30) 

ае н- рг; -н у^ -н 8е = аг; -ь рб -+- уе -н 8С, 
или (теор. 67). 

(ан_8)5-|-(р-*-у)1: = (ан-8)?;-н(Р-ьу)б. 

Это же равенство им'Ьетъ мФсто: изъ услов1я 

а -I- & = р •-*- у . . . .(опред. 30); 
сд-Ьд. 

(ач-8)г=(Рн-у)в| 

(рн-у)$ = (а-4-8)^ • • • •^^'•'Р- '''^-'' 

слФд. 
(а-|-8)б-н(Р-ну)^ = (р-+-у)е-*-(а-+-8)? (теор. 63). 
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Разность. 

Теорема 98. Всегда существуетъ такое относительное число ^ 
которое, будучи сложено съ однимъ изъ данныхъ относительных^ 
чиселъ (у, 8), воспроизводить другое данное число (а, Р). 

ДМствительно, число вида (а -§- 8, Р -*- у) удовлетворяетъ тре- 
бован1Ю, такъ какъ 

= (а, р) (опред. 30, сл'Ьд. 2), 

ОпреД'ЬлеН1е 34. Число х, удовлетворяющее равенству 

^ -+- (Т^ ^) = (<*^ % 

называется раЗНОСТЬЮ чиселъ (а, Р) и (у, 8). 
Эта мысль записывается такъ: 

(а,Р)-(у,8) = (а-ь8,р^у). 

Теорема 99. Каковы бы ни были абсолютныя числа а «« р, 
сгмволъ (а, р) можетъ быть изображенъ подъ видомъ а — р. 
По опред4лен1ю 34 имФемъ: 

(а,у) — (р,8) = (ач-8,рн-у). 

Зам'Ьнимъ а на а -♦- у, ^ на [3 -ь- 8; получимъ: 

(а-^у,у)-ф-»-8,8) = (а-ьу-+-8,р-ну-н8), 
или 

а-ну — у — ((3-*-8 — 8) = (а,[3). . . .(допущ. 4;опред. ЗО^сл'Ьд, 2) 

или 

а — р = (а, (3) (теор. 72). 

Сл'ЬдсТВ1е. Такъ какъ 

(а, а) = О ... . (опред. 29), 
то и 

а — а = 0. . . .(теор. 99). 




Соглашеже 7. Относятелышя числа будеиъ обозначать для 
краткости буквами Л, В, С, . . ^ . 



Теорема 100. Разность оттситедьиыпчиселл Ли В гатетъ 
только одно знпчете. 

Допустимъ, что разность отъ вычитаия числа В изъ Л им4егь 

два различпыхъ значения х и у, \1 пусть %"> у\ тогда 

з>-^В > у-\-В. . . .(теор. 93); 
сл-Ьд. 

^> ^. . . .(опред. 34), 
что невозможно. 

Также докажемъ, что х яе можетъ быть меньше г/; слФд. х^=у. 

Теорема 101. Равенства: 

{Л^В} — Б = Л 

{А-*-В) — С = А- 

А — (В'^С) = А- 

А'^{В~С) = Ач 

А — (В~С) = Л- 

А — В~С=А- 

А—В'Л-(С—1)) = А- 

А — В-{С-В] = А' 

{Л-В)С=АО—ВС 
(А~В)(С—1))=АСч-Б1) — {АВ-^ВС), 

доказанныя для абсодктныхъ чиселъ, имгыоть мтьсто и для вся- 
кииъ оттсительныхь чиселъ. 

Въ саможь д'Ьл'Ь, при вывод* ихъ иы опирались на теорему о 
тоиъ, что разность двухъ 'шселъ ии'Еетъ только одно значете, на 
коииутативный н ассоц1ативкий законы сложешя н дистрибутивный 
законъ сложен11[ и уивожензя. Эти же теоремы ин^иотъ нЬсто я д^м 
всякнхъ относительныхъ чиселъ; сл'Ьд. и вышеуказанныя равенства 
им11ютъ м'Ьсто для всякихъ относитв.1Ьныхъ чиселъ. 



О-нВ 




В- 


-0 




В- 


'0 




0- 


-в 




0- 


-в 




0- 


-(В 


^В) 


в- 


-{В 


ч-С) 
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Теорема 102. 

АЛ = 1.Л = Л. 

Д'Ьйствительно, пусть А = (а, Р); тогда 

АЛ = 1.А (теор. 96) 

= 1.(а — Р) (теор. 99) 

= 1 .а — 1 .р. . . .(теор. 101) 

= а — р (теор. 83) 

= А (теор. 99). 

Теорема 103. 

^. = 0.^ = 0. 
ДМствительно, пусть А = (а, Р); тогда 

-4. = 0. Л (теор. 96) 

= (у — у) • (а — Р) (теор. 99, сл4д.) 

= ау-1-ру — (ау -+- Ру) . . . . (теор. 101) 

= (теор. 99, сл*д.). 



Жзображеше отрицательнаго числа. 
Теорема 104. 

0-н^ = Л-^-0 = А 
действительно, 

0-н^ = Лн-0 (теор. 91) 

= Л н- (а — а) . . . . (теор. 99, сл-Ьд.) 

= -4-+-а — а (теор. 101) 

= А (теор. 101). 

СлЪдств1е. 

0-4-0 = 0. 

Теорема 105. 

А — 0=А. 

Действительно, 
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А — = ^ — (а — «^ (твор. 99, сл4д.) 

= -4-ьа — а (теор. 101) 

= А (теор. 101). . 

СлЪдствЁе. 

— = 0. 

СоглашенЁе 8. Согласимся въ тожественности такой записи 

^ — А = —А. 

Теорема 106. 

— = 0, 

ДМствительно, 

О — О = — О ... . (соглаш. 8) 

— = (теор. 105, сл4д.); 

сл'Ьд. 

— = (теор. 88). 

Теорема 107. 

-(-^) = ^. 

Действительно, 

, _(_^) = — (— Л) (соглаш. 8) 

=: О — (О — Л) . . . . (соглаш. 8) 

= 0-1-^1 — (теор. 101) ' 

=^ — О (теор. 104) 

^=А (теор. 105). 

Теорема 108. 

А — В = — {В — А). 

Действительно, 

— {В—А) = ^ — {В—А) (соглаш. 8) 

= 0н--4 — Б (теор. 101) 

= А — В (теор. 104). 

С/1'ЬдстВ1е. Отртщтельное число можешь быть представ- 
лено подъ видомг — а, гдгь а абсолютное число. 

4 
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ДМствительЕо, 

р — у = — (у— р) (теор. 108). 

Если р < у, то р — у отрицательное число (опред. 28), у — Р 
абсолютное число (теор. 70); если у — р = а, то р — у = — а. 

Опред%лен1е 35. Абсолютное число а называется модулемъ 
отрицательнаго числа — а. Абсолютное число а называется 
также иодулеиъ положительнаго числа а. 



Сумма и разность чнселъ вида — А. 

Теорема 109. 

А-1г-(—В) = А — В, 

(-А)ч-{—В) = -{А-^В). 

I. А-*-{—В) = Ач-(0—В) (соглаш. 8) 

==Ач-0 — В (теор. 101) 

= А — В (теор. 104). 

П. {—А)ч-{—В)=0 — Ач-{0 — В) (соглаш. 8) 

= 0-+-0 — (Л-*-Б) (теор. 101) 

= — {А-нВ) (теор. 104, С14д.) 

= — (А-*- В) (сог.1аш. 8). 

Сл'ЬдсТВ1е. Модуль суммы двухъ чиселъ не болгье суммы мо- 
дулей этихъ чиселъ. 

Теорема 1 1 0. 

(-А) — В=-{А-^В), 
А-{—В) = А-*-В, 
{—А) — {—В) = В-А. 

I. {—А) — В^{0 — А)—В (соглаш. 8) 

= — {А-л-В) (теор. 101) 

= — {А-*- В) (соглаш. 8). 
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П. А — {—В) = А — {0 — В) (соглаш. 8) 

= Лч-В — (теор. 101) 

= Л -ь Б (теор. 1 05). 

Ш. {—А) — {—В) = {0 — Л) — {0 — Б). . . .(соглаш. 8) 

= 0^В — {Л-^О) (теор. 101) 

= В — А (теор. 104). 

Теорема 111. Если уменьшаемое больше вычитаемаю, то 
разность есть число положительное. 
Пусть 

^ > Б, или а — (3 > у — 8 . . . . (теор. 99); 
тогда 

а -ь 8 > р н- у (опред. 31); 

сл'Ьд. 

^ — Б = (а — р) — (у — 8) = а-4-8 — (^-ну) (теор. 101) 

= числу положит (опред. 27) 

Теорема обратная 1 1 2. Если разность есть число положи- 
тельное, то уменьшаемое болгье вычитаемаго. 
Пусть А — В = числу положит. ; тогда 



(а-(3)-(у-8) = а-4-8-(р^у) 

= числу положит.; 
сл4д. 

а -н 8 > р -4- у . . . . (опред. 27); 
сл'Ьд. 

а — р > у — 8. . . .(опред. 31) 
или 

А>В. 

Теорема 1 1 3. Положительное число больше нуля. 
Действительно, 

А — О = ^ . . . . (теор. 1 05). 

4* 
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Разность. 

Теорема 98. Всегда существуешь такое относительное число ^ 
которое, будучи сложено ев однимъ изъ данныхъ относительиыхъ 
чиселъ (у, 8), воспроизводить другое данное число (а, Р). 

ДМствительно, число вида (а -§- 8, Р -ь у) удовлетворяетъ тре- 
бовашю, такъ какъ 

• (а^8,Рч-у)-ь(у,8) = (а + 8^у,р-4-у-н8)...(опред.32) 

= (а, р) (опред. 30, сл4д. 2). 

ОпреД'ЬлеН1е 34. Число х, удовлетворяющее равенству 

^ -+- (Т^ ^) = (а, % 

называется разностью чисель (а, (3) и (у, 8). 
Эта мысль записывается такъ: 

(а, Р) - (у, 8) = (а -*- 8, р -ь у). 

Теорема 99. Каковы бы ни были абсолютныя числа а и ^^ 
сгмволь (а, р) можешь быть изображень подъ видомь а — р. 
По опрвд4лвн1Ю 34 им'Ьемъ: 

Ку)-(!3, «) = («-+- 8, рн-т). 
Зам4нимъ а на а -♦- у, р на р -ь- 8; получимъ: 

или 

а-ну — у — (Р-ь8 — 8) = (а,р). . . .(допущ. 4;опред. 30,сл*д. 2) 

или 

а — р == (а, (3) . . . . (теор. 72). 

Сл'Ьдств1е. Такъ какъ 

(а, а) = О ... . (опред. 29), 
то и 

а — а = 0. . . .(теор. 99). 



Соглашение 7. От|10сите.1Ьпыя чпсла будомъ обозначать для 
краткости буквавй А, В, С,. . , . 

Теорема 100. Разность относипи^лъныхъ чисем Ли В им/ьетъ 
только оИно значете. 

Допустимъ, что разность отъ внчиташя числа В тъ Л им'Ьетъ 
два различпыхъ значен1л х я у, ж пусть х'^ у; тогда 

х-у- В ^ у-^-В. . . . 1твор. 93): 



А> А. . . .(опред. 34), 
что певозможно. 

Таиже докажемъ, что ж не иожетъ быть меньше?/; сл4д. х=у. 



-Теорема 101. Тавепстт: 
{А-*-В) — В = А 
(А^В)~С = А- 
А—(В-^С) = А- 
А'^-{В^О)^А-^ 



А — [В- 

А — В- 

А—В~1-(0- 

А- 



0-1 
В-^ 
В- 

С) = А-^С- 

-с=А--а- 

Т>] = А->-0- 



-с 
-о 

^В 

-в 

-(Вч-В) 
-В-[0 — В) = А-<-В — 1,В-^0) 
(А- В)О^АС—ВС 
(А—В){0—И) = АС-1-ВВ--{АВч-ВС), 

доказанныя для абсолютныхъ 'тсел}>, имгьютг М1ьсто и для еся- 
«ихъ относительныхъ чисслъ. 

Въ самогь дЬл*, при виводЬ ихъ мы опирались на теореяу о 
томъ, что разность двухъ чиселъ йи1етъ только одно значенте, яа 
комнутативный и ассоц1ативный законы сложешя н дистрибутивный 
законъ сложен111 и уиножев1я. Эти же теорбиы иы'Ьютч. м^сто и для 
всяЕихъ относитольныхъ чиселъ; сл*д. и вышеуказаняыя равенства 
им-Ёютъ М11СТ0 для всякяхъ относительныхъ чиселъ. 



ложительное, то число X должно быть отршт'пе.^ы^ым^ (теор. 1 1 7): 
оно получится, если передъ модулегь, су1Цвствовап1в котораго дока- 
зано, цоставииъ знакъ — . Если число А отртштельное и чимо 
В отрицательное, то число X должно быть полоокительнымв 
(теор. 1 1 7): опо и есть модуль, существоваш котораго доказано. 

Опред'Ьлен1в 36, Число X, удовлетворяюгцее равенству 
Х.В^Л, 
гдгь Вф О, называется чаСТНЫМЪ отъ дпленЫ числа Л на число 
В и обозначается тавъ: 

^:Бйлн 4- 

Число А называется д^ьлимимь, число В — дтьлителемъ. 

Теорема 1 20. Частное отъ дтьлешя числа А на число В, гдл 
ВфО, есть вполть опредгыгенное число. 

Действительно, иодуль частваго (по теор. 78) Ем^Ьеть только 
одно зЕачен1е; знакъ частнаго в}Ю,тгь опреД'Ь1яется знаками доли- 
нам и делителя (теор. 119). 

Теорема 121. 



-1, 



= А. 



гД'ЬЙствительно, 



1.А — А (теор. 102); 

1=^и^ = 4----(опред.36). 



Теорема 1 22. Если Л Ф О, 



ДМствительно, 



лйд. 



0.^ = (теор. 103), 

О =-2- (опред. 36), 



Теорема 1 23. Если Л Ф О, мо чпсмнаю — не существуеть. 

Действительно, равенство 

х.^ — Л 
вевозмолпо, если Л Ф О, такъ какъ при всякомъ х л^вая пасть его 
равна нулю (теор. 103). 

Теорема 1 24. Частное -^ неопред^ьленное выраженге. 
Д'ЬЙствнтельпо, при всякомъ х 

а:. О — О (теор. 103); 



веопред'ЬленЕОО выражеш. 



■Теорема 125. Равенства. 
ЦБ) 



в=л 

0=(А:0)В 
Л:(ВО) = {А:В):С 
А.{В:0) = {ЛВ):0 
Л: (В : О) = (АС) -.В 
{А:В):0={А:0):В 
{А:В)(С:В)^(АС):(ВВ) 
(Л:В):(0:В) = (А1)):(Ва) 
л в л-^в 



инмь/я для абсолютныхь чыселг, им^ъV^тъ мгьсто и для от- 
телъныхъ чиселъ, если ни одинг изг {))ьлителей нераеенг нулю. 
Въ самомъ д-бл*, при вывод'Ь ихъ мы опирались на теореку о 
тоиъ, что частное двукъ чиселъ ий4отъ только одно зннчеше, па 
коммутативвый, ассощативний я дистребутивный законы умножения. 
Эти же теоремы им^ютъ м4сто в для всякихъ относительныхъ чиселъ, 



если делитель Ф 0; сл'Ьд. и выгаеуказалЕЫл равеыетва ии4ютъ м'Ьсто 
Д.1Я относительнцхъ чвесть, если д'Ьлитель ие равепъ 0. 



ТРЕТЬЯ ЭВРЛЮЩЯ ПОНЯТЫ о ЖШ: ВЕЩЕЯВЕШЕ 



Допущешя и установка терминовъ. 
Теорема 126. Оуществцютъ совокупности чисвлъ, слтьдую- 

щихь одно за другимъ по определенному закону. 

Для доказательства этой теоремы достаточно вскрыть хотя одинъ 
првм'Ьръ такой еовокупнсстя чиселъ. Тааимъ примФромъ можетъ слу- 
жить рядъ натуральвыхъ чиселъ: 

1, 2, 3 х,х^\, , 

гд* каждое последующее число получается изъ непосредственно предъ- 
йдущаго черезъ прибамен1е къ нему единици, 

Опред^леН1е 37. Совокупность чиселъ, слпдующухъ одно за 
другимъ по опред/ьлепному закону, называется ряДОМЪ. Числа, 
составляющая рядъ, называются ею членами. 

Будемъ обозначать члены ряда такъ: 

Членъ о^ называется общимъ членомъ ряда. 

Опред'Ьлен1е 38. Всякш назначенный членъ р)яда называется 

ПОСТОЯННЫМЪ числомъ. 

ОпреД^леН1е 39. Какой нибудь членъ ряда, не назначенный 
какой именно, называется перем'Ьннымъ числомъ. — Таковъ обпцй 
членъ ряда я^,. 

Теорема 1 27. Возможно существованге перетьннаю числа 
а^, обладающаю такимъ свойствомъ, что модуль разности между 
нимъ и нтьпоторьшъ постоянпыт числомъ СТановИТСЯ при нпасо- 
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еторола значети х^к, — - гдгь к цп-лое тложительте число, — 
И остается при всгьхъ гтлыхъ положительныхъ значенгяхъ х, — 
бддьшихг к, — меюье всякаго напсредъ назначентго положитем' 

наго числа г, сколь бы мало оно ни было. 

Для доназательства этой теоремы досгаточво вскрнть хотя одит 
прин^ръ возможности такого суш,естБ0вап1я. — Возьиемъ рядъ: 



23) 



2X1- 



Модуль разности 



-....н-2^)| 



можетъ быть сд1^ланъ мен'Ье всякаго напередъ назначепааго положи- 
тельнаго числа е, т. е. 

погону что отсюда 

(1Г<т, 



что сделать возможно. — Если это иеравенство выполняется при нЬ- , 
которомъ х^^к, гд'Ь к ц^лое положительное число, то а (огНогг вы- 
полняется и при ц'Ьлыхъ значеп]яхъ х, большвхъ к; ел4д. модуль \ 
разсматриваеной разности становится и остается при возраотан1и ' 
X менФе нанередъ назначевнаго положительнаго числа е; сл'Ьд. пере- 
м^нное ЧЕСло 



обладаетъ вышеуказавцымъ свойствомъ. 

Определение 40. Постоянное число А, — обладаюи^е тпмъ • 
свойством^, что модуль разности между шшъ и перелпьннымъ 
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ДМствительно, 

^ — у = — (у— Р) (теор. 108). 

Если р < у, то р — у отрицательное число (опред. 28), у — р 
абсолютное число (теор. 70); если у — Р = а, то р — у = — а. 

Опред%лен1е 35. Абсолютное число а. называется модулемъ 
отрицателтаго числа — а. Абсолютное чилло а. называется 
такоюе моДулемъ положительнаго числа а. 



Сумма и разность чнселъ вида — А. 
Теорема 109. 

А-1-(—Б) = А — Б, 

{-А)ч-(—В) = -{Ач-В). 

I. А-^{—Б) = А-^{0—В) (соглаш. 8) 

= А-^0 — В (теор. 101) 

= А — В (теор. 104). 

П. {—А)ч-{—В) = — А-^{0 — В) (соглаш. 8) 

= 0-+-0 — {А-^В) (теор. 101) 

= О — (А -*-В) (теор. 104, сл4д.) 

= — (А-*- В) (соглаш. 8). 

Сл'ЬдстВ1е. Модуль суммы двухъ чиселъ не болгье суммы мо- 
дулей этихъ чиселъ. 

Теорема 110. 

(_^)_Б=-(^-ьБ), 
А — {—В) = А-*-В, 
{—А) — {—В) = В — А. 

I. {—А) — В = {0 — А)—В (соглаш. 8) 

= — (А-^В) (теор. 101) 

= — {А-+-В) (соглаш. 8). 
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П. Л — (—В) = Л—{0 — Б) (соглаш. 8) 

= Ач-В — (теор. 101) 

= Лч-В .• (теор. 105). 

Ш. {—А) — {—В) = {0 — Л) — {0 — Б). . . .(соглаш. 8) 

= 0-4-В — (^-4-0) (теор. 101) 

= В—А (теор. 104). 

Теорема 111. Если уменьшаемое больше вычитаемаго, то 
разность есть число положительное. 
Пусть 

^ > В, или а — Р > у — 5 (теор. 99); 

тогда 

а -ь 8 > р н- у (опред. 31); 

слФд. 

^ — Б = (а — р) — (у — 8) = а-ь8 — (р-ну). . . .(теор. 101) 

= числу положит (опред. 27) 

Теорема обратная 1 1 2. Если разность есть число положи- 
тельное, то уменьшаемое болгье вычитаемаго. 
Пу^ть А — Б = числу положит. ; тогда 



(а_[3)_(у_8) = а-4-8-(рн-у) 

= числу положит.; 
сл-Ьд. 

а -н 8 > р н- у . . . . (опред. 27); 
сл'Ьд. 

а — р > у — 8 . . . . (опред. 31) 
или 

А>В. 

Теорема 113. Положительное число больше нуля. 
Действительно, 

А — = А. . . .(теор. 105). 

4* 



60 



или 

1\Р 



а, _„—«.< 



. -Ш 



ИЛИ 

а Гогйоп 

%-^р ^х ^ 2^г=Г • 

Такъ каБЪ возможно, чтобы 

(1Г-<. 

гд* 6 папередъ заданное положительное число, то а ГогИоп 

Докажемъ, что общ1й членъ этого ряда, т. е. перем-Ьиное число 
а^, не им-Ьетъ предала. 
Пусть 

ЬИП |_2 -#- ^"2 -#- 172ТЗ~*~ ~*~1.2.3....ж]^,=оо~ У 

гд* 1? И д числа цтьлыя; тогда 

"^ "*~ 1. 2 "*"1. 2.3 "*"••••"*" 1. 2. 8.... д"*~ 1.2.3. .. .д^-*- 1) "*"" ~^ ' 

Умноживъ об-Ь части равенства на 
получимъ 

гд-Ь Л^ ЧИСЛО Ц'Ьлое. 
Но сумма 

1 1 ^11 



2 + 1 (зн-1)(4-ь2) ^2н-1 {«-н!)' 

или 

• • • ' ^^. л 9 



« • • • 



2-4-1 (д н- 1) (д[ н- 2) ' ^ а 

сйд. эта сумма есть дробь. 



Итакъ ии'Ьеяъ: 

^/'-н дробь = целому числу, 
что невозяожно; сл'Ьд. вышеуказанное переменное число не имеегь 
нред'Ьла. 

Допущение 5. Оуществуетъ субстанцгя, вполне опредгьлпемая ' 
перел/ьннымъ числомъ а^^для котораго модуль размсши 



— т^ри неограниченном^ во32)астанш х, гдть х гщлае положитель- 
ное число, и при всякомъ щьломъ тлоэюителтомъ р — стано- 
еится и остается менгъе всякого напередъ назначенпто положи- 
тельпто числа е, сколь 5ы мало мм было посдгьднее. 

Опред'ЬлеН1е +1. Оубапанцт, вполшь опред1ьляемую пере- 
мгъннымг числомъ о^., — для котораго модуль разности {а^^ — й^), 
при неограниченномъ возрастати х, гдгь х цплое положительное 
число, и при всякомъ ц)ьломъ положительномъ р, становится 
и остается менгъе всякаго напередъ назначенна^о подожитель- 
наю числа е, — назовемъ вещественныиъ числомъ и обозначииъ 
сгиволомъ 

К1 

Теорема 131. Если переменное число а^имгьетъ предгьлъ, 
то оно вполнть опредгьляетъ нгькоторое вещественное число, 

ДМствительво, если а^. игЬотъ прод^лъ, то (теор. 129) модуль 
разности {Яд._^„ — о^.), при неограиичепЕОиъ возрастан1и а; и при вся- 
комъ ц'Ьломъ иоложительнояъ р, становится и остается мен'Ье всякаго 
нанередъ назначеннаго положнтельнаго числа е; сл'Ьд. а^ впо.и4опре- 
Д'Ьляетъ (допущ. 5) н'Ькоторое вещественвоо число, 

Допущен1е 6. Допускаютъ, что вещественное число [а^] 
въ томъ случагь, ггогда а^ имгьетъ предгьлъ, есть именно втотъ 
пред1ьлг; т. е. если 

Ь!ш а^,^А, 
то 



чисАомъ а^ становится при тькоторомъ значенги х = к, гдгь к 
иллое положительное число, и остается при всгьхъ цплыхъ по- 
дожительныхъ тачшяхъ х, 5Ьльшихь к, ментье вспкаю наперсдг 
назначеннто положительнаго числа е, сколь бы мало она ни 
было, — называется првД"Ьломъ {1!т1{|е) этою перем/ьннаго числа. 
Сумволически эта зависимость между Ава^ изображается так-ь: 
Ыт {и^.)^.^^^ А. 

Теорема 1 28. Яеремтьнное число а^, измгьняясь по опредп- 
ленному закону, не моокетъ илпьть болпе одного пред}ьла. 
Пусть 

Ъш [а^)^^^^= В, 

причемъ АфВ. — Тогда изъ донят1я о цред-Ьл4 ви*емъ: дм н4ео- 
тораго ц*.иго положительнаго значения х^к и для вс^хъ значен1Й 
X, бо.тьшихъ к, 

Мод (А — й^Х I , Мод {а^ — В)<^; 

Мод {А — а^) -к Мод (л^ — 5) < е; 

Мод (А — а^н-а^ — В)<,г. . . .(теор. 109, сл4д.) 
или 

Мод (^ — В)<6, 

что невозможно, такъ какъ А — В есть нФкотороо постоянное число. 

Теорема 129. Если перемтьнное число а,^ гшпетъ предгьлъ А^ 
т. е. если 

Ыт К)^^^ = А, 
то модуль разности 



сл4д. 
сдйд. 



— при неограниченномг возрастанги х, гдгь х цгьлое положи- 
тельное число, м при всякомг ц%аомъ положтпельномъ р — ста- 
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«овится г( остается меюье всякою напередъ назначеннаю поло- 
оттгелшаго числа е, сколь бы мала ни было послгьднее. 

Действительно, иаъ услов1я имФеиъ: 

Мод {А — а^)<\, Мод {а^_ 



-я^=К. 



-^)<т; 



- Л) -н(^ — «_,,); 



^ад К+р—^^^ < *1оД («^--р— ^) -•- Мод (А — я^; 

Мод (а^^р- «^) < 6, 
"^0 и требова.тось доказать. 

Теорема 1 30. Если модуль разности 



— пры неограпиченномг возрастати ж, гдп х цтьлое положитель- 
ное число, и при всякомъ цгьломъ положительномъ р — стано- 
вится и остается мешье всякаго, сколь угодно малаго, напередъ 
назначеннаю положительного числа е, то перемгьнное число а^ \ 
можетъ и не имшпь предгьла. 

Для доказательства теоремы достаточно вскрыть хотя одит прн- 
мФръ существован1я такого первм4нваго числа. — Возьиеиъ рядъ; 



Он-Л,2-нЛ-Ьт- 



..2-нЛн 



1.2.3... .{л: -ьр) 



1.2 1.2.3 ■ ■ ■ ■ 

1 1 

1.2 В....я:(х-^1)~*~ 1.-г.3....х{з:-л-1){х-*' 

сл4д. 




Изъ этихг неравйнствъ мЬдувтъ, что вел значетя перея'Ьнваго 
числа а^, пачипая съ «^, ааключепы между двужя еонсчными числами: 

«^ 5 И а^н- 5. 

Достаточно взять по-южительвое число N бол^е наибольшаго изъ 
модулей этнхъ двухъ чисолъ и каждаго взъ первыхъ (й — 1)значен1Н 
переи'Ьняаго числа а^, чтобы им^ть число, большее иодулл любого 
значон1я этого переи'Ьинаго числа. 

Теорема 136. Если перемгьнное число а ^. отлип тредтьляетъ 
мькоторое вещественное число [а^.] ф О, то значенгя этого пе- 
релпьниаго числа, моченая съ нпкотораго порядка к, одного и 
того же знака и модули ихъ бол1ье нпкотораго поАОжнтельншо 
числа М. 

Д'Ьйствитвльно, всЬ значсн!я переи'Ьннаго числа «^., начиная съ 
И'Ькотораго порядка 1с, должны содержаться {теор* 135} между двумя 
числами: 

о^ — ей я^н-Е, 

гд* е напоредъ заданное, сколь угодно малое, положительное число. — 
При данноиъ УСЛ0В1И эти два числа не ногутъ быть различнихъ зна- 
ковъ, или одно изъ нихъ равняться 0. 

Действительно, если они различныхъ знаковъ, или одно изъ нихъ 
равно нулю, напр. 

«^-|-Е> О, Яд— е^О, 



съ другой стороны 



-^<<^к<=^ 



''~<Ч-^„<Ч 



отсюда 
т. е. 



Сложивъ эти неравенства почленно, получимъ: 




■^ч 
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к,1 = о. 

чего не предполагалось. 

Итакъ, два числа а^ — е и я^-«-е одного знака н ня одно изъ 
1Ъ не равпо 0; сл^д. и ваь значеа!я переИ'Ьннаго числа, начинав 
одного и того же знака и мевышй изъ модулей етихь двухъ 
и будвтъ предстаылть число М. 
Теорема 137. Если значетя перемпнншо числа а^, вполнп 
опредгьляющаго соизмеримое число А, начиная съ нпкотораго 
порядка, становятся и остаются бодпе нпкотлраго постоянного 
1юлоэня1тельнаго числа, то число А положительное, т.е.А'^ 0. 
Если значены перемгьннаго числа а^., вполнгь опредгьляющаго 
СОИЗМ'Ьримое число А, начиная сг нгьттораю порядка, стано- 
вятся и остаются метье нпко-тораго гюстояпнаго отрицатель- 
наго числа, то чисю А отрицательное, т. е. А <С 0. 

1) Если 

% > й, я^-^, >Ъ а^._нр >Ъ 

гд4 2 постоянное положительное число, то А не иожетъ быть 
иенЬе 2- — Действительно, допустивъ, что 

л<^, 

получимъ 

А<а<а^; 
откуда 

Ч~ Л <«^. — А, 
что невозможно, такъ какъ модуль разности а^ — А становится и 
остается мен-Ье всякаго напередъ назначеннаго положительваго числа 
(допуп^. 6, опред. 42), между тФмъ какъ ^ — А число постоянвое. 
Итакъ, Л ^ д, т. е. чисю воложнтельное, 

2) Если 

гд* 2 постоянное отрицательное число, то А не можетъ быть бол'Ье 
д. — Действительно, допустивъ, что 



л>ъ 



получииъ 
от1;уда 



— С6 — 
А — и<А — 




что невозможно, такъ кааъ модуль (А — а^,) становится и остается 
менФе всякаго напередъ пазначеппаго положительнаго чнсла (допущ. 
6, опред. 42). между т'Ьдъ какг А — ч чясло постоянное. Итакъ, 
А ^д, т. е. число отрицательное. 

Теорема обратная 138. Ест соизм'Ьрииое число А положи- 
тельное, то зпачетя гсремтьттю числа й^,, вполть опреОпляю- 
щаъо число А, начиная съ нпкотораго порядка, становятся н 
остаю}пся бомье нгькотораго постоянною положительнаго числа. 

Если СОИЗМ'Ьримое число А отрицательное, то значеиЫ пе~ 
ремгьннаго числа о^, еполмь опред1ьляющаю число А, начиная а 
ншсотораго порядка, становятся и остаются метье нпкотораго 
постояннаго отрицательною числа. 

Д'Ьаствителшо, если А — соизмеримое число, то (теор. 1 33) оно 
можетъ быть представлено подъ общииъ вндомъ веществеппаго, т. е. 
вполне опред'Ьлвно переи'Ьннымъ числомъ «^,. — 

Если ^1 Ф О, то значешя первм4нпаго числа а^, вачнная съ нп- 
котораго порядка, должны быть одного и того же знака и модуль ихъ 
бол4е нФнотораго ностолянаго положительнаго числа (теор. 136). 

1) Если .4 > О, то значеп1я порем'Ьвпаго а_^ не могутъ оставаться 
иен^е н'ЁЕОтораго постояннаго отрицательнаго числа: въ противноыъ 
случай, число ^ < О (теор. 137), что противно услов1ю; сл'Ьд. зна- 
чешя перем'Ьннаго числа я^,. начиная съ нпкотораго порядка, стано- 
вятся и остаются болйе н*котораго постояннаго по.10жательнаго числа. 

2) Ес.1и ^4 < О, то значо111я перем'Ьпиаго с^, не могутъ оставаться 
бол11в н'Ькотораго постояннаго положительнаго числа: въ противномъ 
случае, число .4 > О (теор. 137), что противно уолов1ю; сл'Ьд. зна- 
чешя перел1ннаго числа п^, начиная съ п1>[сотораго порядка, стано- 
вятся и остаются меи4е п'Ькотораго постояннаго отрицательнаго числа. 

ОпрвдЬлеН1е 44. Если зпачетя перслоьннаго числа а^, вполнгь 
опредлляющаю какое бы то ни было вещестаеннов число [а^\. 
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начипая съ шькотораго порядка, становятся и остаются болчье 
нчтотораго постояннто положителышю числа, то число [а^.] 
называется положительнымъ. 

Если зпаченш перелпьннаго числа а^,, вполмь опредшшющаго 
какое бы то ни было вещбСТвекнов число [о^,], начиная съ нпло- 
тораю порядка, статвятся н остаются менгье нгъкотораго по- 
спюяннаго отргтательиаго числа, то число [а_^,] называется ОТ- 

рицательнымъ. 

Теорема 1 39. Опредпленге положителънаго и отрицатель- 
наю вещественны зл чиселъ вообще — не противоргьчитъ понятт 
о подожителъноли и отрш^ателъномь соизмгьримыхб числассг. 

Действительно, изъ теоремъ 137 и 138 сл-Ьдуетъ: 

1) Неравенства 

гд'Ь 3 постоянное положительное число, есть достаточное и не- 
обходимое услов1е, чтобы соизиФрииое число А, вполн* определяемое 
перем4нныл1ъ числояъ а^, было ноложитольныиъ. 

2) Неравенства 

%<Ч^ й^-и1<9. 

где 2 постоянное отрицательное число, есть достаточное и не- 
обходимое ус.10В1е, чтобы соизмеримое число А, вполне определяемое 
переяенныиъ числомъ я^,, было отрицательныиъ. 

Теорема 1 40. Если перемпнныя числа а^ и Ь^, вполтъ опре- 
дгьАяюшъ вещественныя числа \а^~\ и \Ь^], то и переменное число 



€ПОЛН}ь опред}ьляето некоторое вещественное число [а^. — Ъ^. 
действительно, 

но уС10в1ю I 



1! 
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Мод(аа,-нр— »^<-|-» 

тд^ в сколь угодно малое положительное число; сл^Ьд. 

Мод [К^р— Ь^^р) - {а^- у] < 6 ; 

сл-Ьд. (опред. 41) перемйнное число а^ — Ъ^ вполн-Ь опред4ляетъ не- 
которое вещественное число [а^ — Ъ^]. 

Теорема 141. Если перемтьиныя числа а^, и Ъ^, вполить опре- 
дтьляющгя СОИЗМ'Ьримыя числа Ли В^ таковы^ что веществен- 
ное число [а^ — 6^.] = 0, то Л = В. 

Действительно, 



Л-В = (А-а^-*-{Ъ-В)-^{а-Ъ^; 
тавъ Еавъ 

то 

Ь1т (а^ — Ь ^ = О . . . . (допущ. 6), 
т. е. 

Мод(а^-У<|, 
гд* 6 сколь угодно малое положительное число. 

Мод(^ — а^)<|-, 



Мод(Ь,— БХ-1-; 

сл-Ьд. 

Мод(Л — В)<е. 

Такъ какъ Мод {Л — В) есть число постоянвое, то Мод (Л — В) 
долженъ быть равенъ О, т. е. 

Л==В. 



V 
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I 



Теорема обратная 142, Если соиэм^римыя числа А и В 
равны между собою, то вещественное число \а^ — Й^,], — чдп, а^ 
и Ь^ суть перемгьнныя числа, вполигь опредтьляющгя числа Ли Б, — 
^ано нулю. 

Действительно, если А = В, то 

а—Ъ,= [%-Л)^(В-Ъ;,- 

Такъ какъ, начиная съ н'Ькотораго порядка, 
Мод(а^— ^Ху, 

Мод(В-6^<|, 
то 

Мод [а^ — М<^ 
или 

Ьт (а^,— Ъ^) = О, 
ялн 

[о^— Ь^] = О (допущ. 6). 

Опред^лен1е 45. Если перемпнпыя числа а^ и Ъ^, вподнгь 
опредтьляющгя ппкгя бы то ни было веществепныя числа [а^,] м 
\Ь^, таковы^ что вещественное число \а^ — ^а^]^^^! ™^ чмс^о 
\Р'Л " \^Л "((зываюгпся равными и равенство ахъ обозначается 
таБЪ 

[«,] = Ы- 

Теорема 1 43. Опредгьлете равенства вегцесшвенныхъ чысёлз 

вообще не противоргьчитъ понятгю о равенствгь соизмтьри^шзх 
чиселг. 

ДМствительно, изъ теоремъ 141 и И2 сл4дуетъ, что равен- 
ство 

есть достаточное и необходимое услов1е и для равенства союлпь- 
римыхй чнселъ Л а В, бполл4 опред'Ьляеиыхъ перем'ЬнЕнки числами 
а^ и Ь^. 
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Теорема 144. Если 

то 

Ы = \рх^ • 

ДМствительно, изъ услов1я им-Ьемъ: 

К— У = О и [6^— у = О, . . . . (опред. 45), 
т. е. 

Ыт {а^— Ь ^ = О и Ыт (Ь^,— с^,) = О, (допущ. 6), 



т. е. 



Отсюда 



т. е. 



т. е. 



т. е. 



Мод(а^— Ь^<у, 

Мод(а^— с^<е, 

Ыт (а^— с^) = О, 

\<^х— у = о (допущ. 6), 



К] = Ы--- -(опред. 45). 

Теорема 1 45. Если перемгьнныя числа а^ и 6^,, вполнгь опре- 
дтьляющгя соизМ'Ьримыя числа Ли В, таковы, что вещественное 
число \а^ — Ь^.] положительное, то Л> В. 

ДМствительно, 

А-Б = {Л-а^-^ф-В)ч-{а-Ъ^). 

Такъ какъ [а^ — Ъ^ положительное число, то (опред. 44), на- 
чиная съ н4котораго порядка х, 

гд* ^ постоянное положительное число. 
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Кром* того, ва'ь усло111Л пи'Ьеи!.: 

Мод (^ - а)^ < |, Мод (Ь^~В) < |, 

гдЪ г постояндоо положительное число, меньшее ^. — Отсюда слЬ- 
дуетъ: 

Мод [{Л - а^ -+- ф^— Б)] < г; 

счбд. 

л — в>^—■^, 

гд'Ь (3 — г) поетояпное положительное число; сл4д. 
А> В (теор. 112). 

Теорема обратная 1 46. Ест А';> В, гд/ь Ли В суть соиз- 
М'Ьримыя числа, вполшь опредгьляемыя перемгьнными числами а^ 
и 6^, то вещественное число [а^ — Ь_^] положительное. 

Если ^ > ^5, то А = В-*-1с, гд* к постоянное поюжнтельпов 
число. — Мы ии4емъ: 

Начиная съ н-Ькотораго порядка ж, 

Мод (В — Ъ^ < -^, Мод {а~А)<^, 
ГД'Ь г постоянное положительное число, меньшее к; сл^д. 
Мод [(В — Ь^) -+- (а^~А)] < г; 

% ^^^^ ^' — *'' 

ГД'Ь {к — г) постоянное положительное число. Отсюда (по опред. 44) 
сл-Ьдуетъ, что вещественное число [а^ — Ь^] положительное. 

Зам'Ьчан1е. Та^жо доЕажеиъ, что отрицательность вещественнаго 
числа [а^.— Ъ^] есть достаточное и необходимое услов1е нвра- 
вспетва 

А<В, 

гд4 А ш В соизмнфимия числа, вполне опред4ляемыя перемЬнпыии 
числами я^ и Ь^. 



сл4д. 
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ОпреД'Ьлеи1е 46. Если перем/ьнныя числа а^ м Ь^, еполнп, 
опредгьляющгя какчя бы то ни было аетественныя числа [а^ и 
\Ь^], таковы, что вещественное число {а^. — 1^, | полооиттелшое, 
то юворятъ, что чг^сло [а.^\ больше числа [Ь^^\ е сгиволическв 
обоаначаютъ ихъ неравенство такъ: 

К]>[М- 

Если же переМ7ьнныя числа «^ и Ъ^ таковы, что веществен- 
ное число [«^ — Ь^,] отрицательное, то говорятъ, что число [а Л 
меньше чист [6^.] и суиволнчески обозначаютъ ихъ неравенство 

такъ: 

ККР,]- 

Теорема 1 47. Опредгьлсте большаю или меньшаго веществен-' 
наго чист вообще не противо^тчнтъ понятгю о большем^ Vли 
менгтемъ соизмтьримомг числ7ь. 

ДМствительно, изъ теореиъ 141} и 146 я зам4чан1я слФдуетъ, 
что положительность или отрицательность вещественнаго числа [я^^— Ь ^ 
есть достаточное и необходимое услоь]е и для того, чтобы соизлпь- 
^мое число -4, вполне оиреД'Ьляеиое переи'Ьннымъ числомъ я^, было 
больше или меньше соызмпримаго числа В, вполне опред'Ёляемаго 
цереи4нйымъ числоиъ Ъ^. 

Теорема 148. Положительное веы^ественное число [а^]';;^' О, 
По услосш, начиная съ н*котораго порядка х, й^,> д, гдф ^ 
постоянное положительное число. 

Если перекупное число Ъ^_ вполн'Ь опрод'Ьляетъ О, то Ъ\шЪ^= О, 
т. е., начиная съ н4цотораго порядка х, 
Мод 6_^< в, 
гд* Е напередъ назначенное положительное число, меньшее д. — От- 
сюда 

гдф 2 — е постоянное положительное число; ел'Ьд. \а^ — Ь^} число 
положительное (опред. 44); слЬд. 

К]>1.М----ИреД.46) 




} 



К1>о. 

Теорема 149. Отрицательное вещественное число [о^] ■< ОЛ 

По услов!ю, начиная съ н'Ькотораго пордка х, а^-<, — д, гд*! 
5 постоянное положительное число. 

Если переменное число Ь^вполв'Ьопред'Ьлявтъ О, тоЫтЬд,= 0,1 
т. е., начиная съ н'Ькотораго порядка, 

Мод Ь_^< 6, 
гд4 е постоянное положительное число, меньшее д. 
Отсюда 

а^, — Ь^.< — 2-«-е, 

гд* — 3 -+- Е постоянное отрицательное чясло ;. сл-Ьд. [й^. — Ь^] число \ 

отрицательное (опред. 44); сл*Ьд. 

или 

Ы < О- 

Сумма. 

Теорема 150. Если перемтьнныя числа а^ и Ъ^ вполнп опре-й 
дчьАяютъ вещественный числа [«^.] и [б^, то и перемпнное чг^слй'1 
а^.-1-Ь^ впо.гшь опред}ьляетъ нгькоторое вещественное число 3 

Д4ЙСТВИТв.1ЬН0, 

(а _^„-1-& _^ ) — [а -*~Ъ^^(а,._^„ — аЛч-{Ь . — Ъ ); 

\ л--«-р т-ь-р' * л- ^' > ^■-«-р ^;' ■■ х-4-р х" 

ПО услов1ю вм'Ьемъ: 



Мод (а^_ 



-«.)<!' ^^*ад|*.+»— ^)<У. 



гдФ 6 сколь угодно малое положительное число. 
Отсюда 

Мод [{%^р-+- Ь^^^) — (0^-+- ЪЛ < е 



Отсюда 



сл4д. (опред. 41) перен'Ьннм число (^^.-^~^>_,. виоли'Ь опред1)ляетъ ве- 
щественное число |в^^,-*-1^.]. 

ОлредЪлек1е 47. Вещественте число [я^,-|- Ь^] называется 
суммою вегиественныгъ чиселг \а^]и\1^^\. — Эта мнсль записы- 
вается такъ: 

Теорема 151. Опредгыете суммы втеспютныхъ чыселъ во- 
обще — не протг(вор}ьчитъ поняпйю о сумм1ь сотмп/римыхъ чи- 
селг. 

Действительно, если \а^\ = А, \Ь^ =: В, гд* Ай В соизмть- 
римыя числа, то 

Ыга а^-^А, Ь1га Ь^=В, . . .(допущ, 6) 
или 

Мод(а^— ^)<-|-, Шя{Ь^—В)<-^. 

Мод [а_^-н Ь_^— {А -+- В)] < е, 
т. е. 

Ь1т (а^-*- Ь^)=: А-*- В, 
или 

['^и:-^ Ь_,] = А-*~В (допущ. 6), 

Т. е, число, виолн* определяемое псрем'Ьнныиъ «^-«-Ьз-, дФйетви- 
тельБО есть сумма А-*- В. 

Теорема 1 52. Сумма чиселъ [а^,] и \1)^^ имгьетъ только одно 
значете. 

Действительно, по опред. 47, сумма чиселъ [а^] и [Ъ^~\ есть 
число [«3,-1-6^.]; т. е., по определению 41, число, вполть опреде- 
ляемое переменЕЫиъ чисдомъ а^-*- Ь^. 

Теорема 153. Законы сложетя: коммутатионый и ассоща,- 
титый имтьюшо мгьсто для всякихъ вещесшвтныхъ чиселъ. 

I- Ы + [У = К-^- У (»«р»д- 47) 

=^[6^-»-а^ (теор. 91) 

= [Ьа-] -+-[«:.] ("ггред. 4 7). 



= 1» 






.(опред. 47) 
. .(олред. 47) 
. .{теор. 91) 



= Ы -^ [У -*-[«,]••■• (оч»д- *7)- 



К]-^Ы = ГУ-^Ы- 



Теорема 15*. Если [у = [У, то 

Изъ условия сл'Ьдуетъ: 

\а^ — 6^,] = о . . . . (опред. 45), 
и 

['^х'^'^т — (^■-^'^х^] = {опред. 30, сл*д. 2), 

и 

1%-^<^Л=[К-^<^^' ..(опред. 45), 
в 

[«.] -ь Ы = Ы + [у ■ . . ■ (опред 47). 

Теорена 155. Если [а^ > [6^1, то 

[У-^ГУ>[У-^[У- 

сжФдуетъ: 



-У>о. 



.(опред. 46, теор. 148), 



[1^х~*-с^ — {Ъ^.--*-с^\ > 0. . . .(опрод. 30, сл*д. 



[« 



]>[К 



.(опред. 46), 



У -*- Ы > [У -+- Ы ■ ■ ■ ■ Пред- 47). 



Разность. 

Теорема 156. Всегда существуетъ такое веществепноечгюло 
X, кото}юе, будучи сложено съ одними узь данныхъ веществен- 
ныхъ чиселъ [Ь ^ , воспроизводитъ другое вещественное число [а^]. 




Мв вид'Ьли {теор. 140), что перев^наое число а^ — Ъ^ вполне 
опред11лявтъ вещественное чнао \а^ — 6^]. Это же поа*двее удовле- 
творяетъ равенству 

Д'!Ёйствительно, пи опрел^^1ев1ю сумы 

^К] (очрад. 34). 

ОпреД'ЬлеН1е 48. Вещественное число \а^ — й^], удовлетво- 
ряющее -равенству 

называется разноСТЬЮ вещсствепныхъ чиселъ [а^,] и \Ь^. Эта 

иысль записывается таиъ: 

Теорема 157. Разность вещественныхъ чиселъ [о^^] « [6^^] 

кмгьетъ только одно значепге. 

Допустимъ, что разность отъ вычятан1я \Ь^ язъ [а^ имЬегъ 
два различннхъ аначен]я Хъ Т,ти пусть X > Г; тогда 



сл4д. 



\<^А>\%\■■■Л^ 



.(теор. 155); 
«д. 48), 



что невозможно. — Также докажемъ, что X не можегь быть меньше 
7; ейд. Х=Г. 

Соглашение 9. Вещественный числа вообще — будемъ обозна- 
чать Д.1Я кратности греческими буквами 

А, В, Г, Д, Е , 

Теорема 158. Равенства: 

(А-нВ) — В = Д. 
(Лн-В)— Г = А — Г-1-В 
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А — (В-1-Г) = А— В — Г 

А -к (В — Г) = А -н В — Г 

А — (В — Г) = А-1-Г — В 

А— В — Г = А — Г — В 

ь (Г — Д) = А -ьГ — (В -)- Д) 
-В — {Г — Д) = А-1-Д — (В-нГ), 

доказанныя для соизмтьрг*мьц:ъ чиселъ. имгьютъ мгъсто и для вся- 
кихь вегцественныхъ чиселъ. 

Въ саиомъ д^д*, при вывод* вхъ мы опираемся на теорему о 
тоиъ, что разность двухъ чиселъ имФетъ только одно значеи]е, на 
Еоимутзтивннй и ассоцЁативиый ззеоны сложен1я. Эти же теоремы 
ии4ютъ м^сто и для всякихъ иедественвыхъ чиселъ ; сл^д. и выле- 
указанвнй равенства им^ютъ И'Ьето для всякихъ вещественныхъ чи- 
селъ. 



Теорема 1 59. Если перемпнныя числа а^. и Ь^ ополшь опре- 
дтьляктгъ вещественныя числа \а^ и \Ь^ , то и перемгьнпое число I 
^вРх в""-*»» опредгьляетъ нгькоторое оещестоенное число \а^)^^. 

Действительно, 

а Ъ — аЬ=й (6 — Ь )-\-Ь [а — а У, 
пусть а И Р наиболыиге модуля чиселъ а^ и Ъ^; тогда 



м»* I ».*,(*,- 



Мод \Ь^ [а.^ 



-У1<«Мод(6,_ 



-К) 



по услоиш 

СЛ*Д. 



1*1од|о„„(6„,,-У|<| 



Мод 14^(0^ 



а<1 




сл4д. (опред. 41) первм*нпое число а_^Ь^ вполн-Ь опред'Ьллетъ веще- 
ственное число |а^.^^1- 

Опред'Ьлен|е 49. Вещественное число 1а^.Ь^] называется 
ПрОИЗВеден!в!ИЪ чиселг \а^\ и [Ь^. 

Эту мысль запвсываютъ такъ: 

Теорема 1 60. Опредгьдете произаеденгя вещественныхб чи- 
селъ вообще — не протищтчитъ понятгю о произведены соиз- 
мпрнмыхъ чнселъ. 

Пусть [Од.]=^-4, \Ь^\ = В, гд* Лв В соизмпримыя числа; 
тогда 

Ь1т а^^ А, Ыш Ь^^В. . . .(допущ. 6). 
Мы -аж^шъ: 

ЛВ-аХ=Л(Б~Ъ^)-^Ь^{А-а,). 
Пусть р наибоАЬшгй изъ шодулей числа Ь^; тогда 
Мод \Ь^{Л — а^)\ < р Мод (Л — йД 
По уелов1ю 

Мод(Б — &^)<^, Мод(^ — я^<^; 
сд4д. 

Жщ\А{В—Ь^)\ <\, Мод \Ь^{А — а^\ <|; 

сл*д. 

МодиБ— я^&^Хе; 
сл'Ьд. 

Уш{а^}^ = АВ, 
или 

КУ = ^-^ (допущ. 6), 

т. е. число. вполп4 онрвдйллеяоо иерем'Ьаныиъ чпсломъ 0^,^^., дФЙ- 
ствительЕО есть произведение чвседъ Лий. 



^^^^^^^^ 




Ч 


^Ц 


^^^Н Теорема 161. Произведете числа \а^] на число [^^] гшгьетъ ^| 

^^^^Шолько одно значенге. ^^^Н 
^^^ ДМствигельно, по опред^ейш 49, проазведеше числа \а^\ на^^^^Ц 
V «вело [&^ есть \а^>2, т. е. (опред. 41) число, втлюь опред'Ьляеиов.^^^^Н 
1 нерви4нныиъ числоиъ я^б^, причеиъ а^Ь_^ для каждаго зыачеюл^^^^| 
^^^ х^к, гд* к ц4лое положительное число, ям'Ьетъ только одво^^^Н 
^^Ьяначен1е (теор. 95). ^^^| 


^^^Р Теорема 162. Законы умпожснЫ: коммутативный, 
^^^^тивний и дистрибутивный им)ьютъ М)ьспго для всякий 
ственныхъ чиселъ. 
I Га 1 Г'' 1 = Гй й 1 (тши 


1СС0ЦШ- Щ 

сг веще- Я 

49) ^М 

96) ^^Н 
49). ^Ш 
49) ^Н 
49) ^^Л 
49) 1 
49). ^* 
47) .^Ш 
49) ^Ш 

96) ^^Н 
47) ^Н 
49). ^Ш 


= \Ь аЛ 




. . (теор. 


1-х ^Х1 

= Гг. |Га 1 




. . (опред 


\Ух1 \Гх1 ■ • • 

П. иЛ\\Ь 1Гс |!:=|о Л\Ь с 1 




. . (опред 


"■ Угх! Мгхл*. х1^ \"'х1\ х^хл 

= \а Ь сЛ . 






— \аЬЛ\с\ .. 




. ( опрел 


1"х"хЛ1- хЛ 

= \а МЬ Мс ^ . . . 




■ 1 у^г.'и^^^ 

. .{опред 


1'>1 1"х1 1x1 ' ■ 

Ш. \\а]-^\Ь \\\с}=\а -нб 1Гс 1. .. 




. .(опред 


= \{а ~^-Ь)с^... 




. . (опред 


щ V- X "х''^хЛ' 

Ж = Гя с -ь- й с 1 . 




. .(теор. 






. .(опред 


.]■ 


. . (опред 


Теорема 163. Ест К] = р^], «ю 

Изъ УСЛ0В1Я сл'Ьдуетъ 

К— М = 0----(0"Рад- 45) 
отсюда сл1;дуетъ, что 




1 


гд* у тиболышй нзъ модулей числа с^. 






^1 


• 


■ 


^ 


^3 
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Отсюда 



или 



сл^^д. 



или 



Отсюда 



или 



Мод \{а^—К)с^<г, 
Мод Кс^—Кс^}<г; 

К <^т— ^« У = О (Допущ. 6). 

К*'.] = Р*У • • • .(опред. 45) 

Ы К] = [У Ы (опред- 49). 

Теорема 1 64, Лели [а ^ Ф [& ^ и [с ^ ф О, то 

к][УФ[у[а 

Если бы 

К]Ы=[Ьх]К]> 

к «'х— ^ «'х! = о • . • . (опред. 45), 

Ь™ («хС^— &хО = О (допущ. 6), 

Мод (а^с^—й^с^Х 6, 

Мод (а^, — Ьд.) . Мод Сд,< 6 , . . . (теор. 118, аФд. II). 

Отсюда или 

[%—К^ = о, т. е. [а^ = [6^. . . .(опред. 45), 
или 

ИЛИ 

Ы = [УпЫ = о, 

ЧТО противно условш. 



то 



или 



или 



или 



или 
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Частное. 

Теорема 165. Шли перемтшныя числа а^ и Ъ^ вполнгь опре- 
дтьляютъ вещественния числа \а^ и [й^,], причемъ \Ь^ ф О, то 

и перемгьиное число -^ вполнгь опредгьляетъ нтькоторое веще- 
ственное число [|^]. 
действительно, 



^я?-*-р ^х ^хч-р^^х ^х^^х-%-р 

^а?-#-р ^^х ^х ^х-*-р 

Ддгн-р Фх— ^х-*-р) -*- ^х-*-р (Да^н-р— Дд?) 

^х ^х-*-р 

^Х-^Р \^Х ^^X-*-р) ^Х-^р ^Х 

^х ^х-^-р *^х 

Пусть О. наибольгигй изъ модулей значен1й ^^ и ^ наименьшгй 
изъ модулей значешй Ь^; последнее имйеть м-Ьсто (теор. 136), такъ 
какъ по услов1Ю [Ь^.] Ф 0. — Теперь им'Ьемъ: 

^х-*- р Фх^ ^х -^р ' 
^х *^х-*-р 
' а т._1_« — а^ \ Мод («а?-^ — а^.) 



"»а Г-";!с^' }<рм.д(ь,->,^) 



По уСЛ0В1Ю 



х-%-р 

сл-Ьд. 






««' Г"СС^' 1 < Ь "« (=^^} < т; 



I Да?-*- р (^а? — ^д? н-р) 1 

сл4д. 

\^х-^р ^Х/ 

сл4д. (опред. 41) перем-Ьниое число ^, когда \Ь^ Ф О, вполн* опре- 



Ьх 



д^ляеть вещественное число [|^] . 



07 

6 




Теорема 166. Каковы бы пи были вегцестпвенпыя числа \а^ 
и [/|_^], если только [Ъ^\ ф О, всегда существуете число X, ко- 
торое, будучи умножено на число \Ь^\, воспроизводитг число [я^,]. 

Мн вид'Ьли {теор. 165), что переи'Ьнвое число -"^ вполне опре- 
д4лявтъ вещественное число ["-■'^], если чимо, опред*ляеное пере- 
лгЬнянмъ Ъ^, не равно 0. Чиао же [|^] удовлетвораегь равенству 

Д'Ьйствительно, 

= К] (<>'^ад- 36). 

Опред'Ьлен1е 50. Вещественное чмсм [х^], удовлетворяю- 
щее равенству 

называется частнымъ отъ Лыенгя числа [о^.] на число [^^. Эта 
мысль записывается такъ: 

Теорема 167. Частное отъ дгьленгяеещественнаю числа \а 1 
"" \РЛ ) *'^''' \РЛ ^ *^' 1Ш1ьетъ только одно ^начете. 

Допуетигь, что частное отъ д4лен1я [я^'| на \Ь^ яы4етъ два 
различныхъ значвн1Я X и У, т. е. X Ф Г; тогда 

^■[иФУРЛ----(«ор. 164) 

К1 + К] — ("првд- 50), 

что вевозкожно. — Итакъ, X ^ У. 

Теорема 168. Тааенства: 

(АВ):В = А 
(АВ):Г = (А:Г).В 
А:(ВГ) = (А:В):Г 



А.(В:Г) = (АВ):Г 

А:(В:Г) = (АГ):В 

{А:В):Г = (А:Г):В 

(А:В)(Г:Д) = (АГ):(ВД) 

(А:В);(Г:Д) = (АД):(ВГ) 



I 



доказапныя для соизмп^имыхъ чиселг, импютъ лиьсто и для ве- 
гцественныхъ чиселъ вообще, если ни одгшъ шъ дгьлителей не ра- 
венъ нулю. 

Въ саиоиъ дШЬ, при вывод'Ё ихъ ин опираеися на теореку о 1 
тоиъ, что частное двухъ чиселъ ии4етъ только одно значение, на кои- ■*{ 
иутативвый, ассоциативный и дистри(1утивный заковн унножея!я. Этн 
же теоремы ии'Ьютъ л'Ьсто и для веществепныхъ чиселъ вообще, есш 1 
делитель Ф 0; сл'Ьд. и вьппеуказанныя равенства им'Ьютъ ш'Ьсто для ; 
вещесгвенныхъ чиселъ, если делитель не равенъ нулю. 



зволющя понатш о пщм'в. 

Теорема 169. 

Такъ какъ переы'Ьниов число а^ вполн'Ь опред4ляетъ ввл;ествен- 
ное число [я^.|, то для х можно найти (опред. -11) такое значея1е к, 
при которомъ 

Мод (й^,— й^)<5 — и, 

гд* е « о, сколь угодно, иалыя положительпыл числа, причеиъ о •< е, ' 
3/ > й. Отсюда слЬдуетъ: 

или о — й^< г — о, яля а^ — я < е — »; 





^ _ 


— ^^^Ц 


■ 


^^^Н сл'Ьа. 










{а—а,) — 1<—ы, 


или (п,— (1|^) — г<— ш: 




^^^К ел'Ёд. 








^^Н [(Яр— я^) — 1]<0,или((я4— о^,)~-г]<0, . .(опр.44,тбор 


149); 


^^^В сл^д. 










[%— «*] < ^ "^"4 К 


— Я;,]<6. . . .(опрел-4(}): 




^^Н сл^д. 










К1 — «А< ^! или (7^- 


- [я,] < е.... (опред. 48); 




^Н (иг^д. 










Ыт (а^]^^^= 


«„].. ..(опред. 40) 




^^В> лш 










1Ат (о^ 


„„=[«,]■ 




^^В Сл'Ьдст81е 1 . Есш модуль 


^>й.5мост« 






а 


^я 






"^-1-р -.I- 




^^^Ь — при 


неограниченномй возрастант х, гдгь х цгьлое положи- ^Ж 


^^^Н тедьте число, и при всякомъ цгьломъ положительном^ р — 


-ста~ Н 


^^^т новится и остается мент 


всякаго, сколь угодно малаю, 


поло- Л 


^^^Ш жительнаго числа &, то перелпьнное число а,^ пмгьетг п^зедтьля ^| 


^^К (допущ 


б, опред. 41). 






^^Н Сл'ёдств1е 2, Равенства: 








к+м 


= Ы + Рх] 






к-к^ 


= К]-[»,] 






кк\ 


= ["х1[М 






т 


= Ы:Ы,ч»[МФО, 




^^^1 могутъ 


быть представлены подъ видомъ: 






Ьш (а_^-н Ъ^ 


:^ Ыш а^-*- Ыш й^ 






Ыт(а^— У 


= Ь1то^ — ЫтЪ^ 






Кт(о^У 


= Ыт о^ . Ь1ш 6^ 






• ""'(1:) 


=ш1;.'Д*Ч"'». + 0- 
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Сл"Ьдств1в 3. Если п г^'^ьлое положительное число, то 

Теорема 170. Если перешьнпыя числа а^ и Ь^ обладаютъл 
САтъдующими двумя свойствами: 

1) каждое значете перемгьннаю числа а^ менгъе као|сдаго^ 
значенгя перемгшнаго Ъ^; 

2) разность соотвчътственныхъ значенш Ь^ — а^ при неогра- 
ниченномъ возрастати х, гдгь х цгьлое положительное число, 
становится и остается мснгье всякаго, сколь угодно малаге, на- 
передъ назначеннаю положителънаю числа е; 

то э?пиперемпнныя числа имгьютъ П2)ед1ьлъипритомъобщ1й. 
I, Начиная съ нФкотораго зяаченк х 

К—%<^---.{1СЛ0Ш 2); 



кромФ того 
отсюда 
Также 



С14д. 



й_^ < Ь^- ■ ■ .(условие 1); 
%+~^^<^----(^)- 

%^^'х*р- • ■ ■(услов1о 1); 

Изъ неравенствъ (1} и (2) сйдуеть, что 
Мод (о^_^р— а^ < 5, 
т. 0. перем^аное число а^ млгееягз предгьлг (теор. 169, сл4д. 1). 
II. Изъ услов1я 

сд^дуеть, что 

итф^—а^ = 0; 
ел4д. 

Ышй^ — ЫтЯд=0. . . ,(теор, 169, ы'Ьд- 2); 
сл*д. 
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Теорема 171. О^щестеуетъ Ц'Ьлов положительное число, не 
иредстаа.шюгцее п-опой С7пепет1 соизмтьримаго числа. 

1) Если щьлое число А есть и-овая степень цгьлто чмшВ, то 
поЕазатели ваьхъ его лервоначальныхъ нЕохитвлеЗ кратные п. 

Действительно, пусть 

гд4 а, Ь, с. . . . первоначальные множители. 
Тогда 

т. е. ваь показатели первоначальныхъ нножителей А суть кратные п. 

2) Если показатели всшсъ первоначальныхъ множителей числа Л 
суть кратные п, то ^ есть к-овая степень п'Ькотораго цЬлаго числа 2?. 

ДМствительно, 

^ = а"" ь"^"^ . . . = (аЧр с^ . . . )"^ В". 

Изъ (1) и (2) предложен1й ел^дуотъ: 

Если показатели вс^хъ или н^которыхъ первоначальныхъ иво- 
жителей числа А не кратные п, то число А не представляетъ и-овоЙ 
степени другого гщлаго числа. 

3) Если цгьлое число А не представляетъ «-свой степени дру- 
гого цгьлаго числа, то оно не представляетъ п-овой степени ни ка- 
кого соизмгьримаго числа. 

Д'Ьйствительпо, ц'Ьлое число .'1 не можетъ представ.1ять «-овой 
степени несократимой дроби у; иначе, 

т. е. ц4лое число равно дроби, что невозможно. 

Теорема 1 72. Существуетъ положительная дробь, не пред- 
ставляющая п-оеой степени соизмгьримаго числа. 




) 



87 



Возьмемъ несокрашумую дробь -д-, члены которой цФлыя поло- 
Жйтольння числа, не представляющ1я п-овыхъ степеней соизмЬрн- 
мнхъ чиселъ, что возможно {теор. 171). — Такая дробь не можогь | 
быть н-овой степенью ц1ь.шго числа С, такъ какъ иначе 

т. е. дробь равна целому числу, что вевозиожно. 

Такая дробь не иожетъ быть и-овою сгевенью нелократимойЛ 
дроби -г-, такг какъ, допустивъ 
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получимъ: ^ = а", 5 = Ъ", что противно сд'Ьланному условию. 

Сл^ДСТВ1е. Если положительное число Л не предспшвляетл^ 
п-овой степени соизмгьримаго числа, то, вг случат сущесмвовОг- к 
тя ТОЛЬКО соизмгьргшыхъ чиселъ, равенство 

х"=А 
не имгьетъ смысла. 

Теорема 173. Если положительное число А не представ'\ 
ляетъ п-овой степени сошмпримаго числа, то для есякаго ь 
лаю поАоокительнаю значенгя з можно найти цгьлое поло^ 
тельное зп&чете р, удовлетворяющее неравенству 

Возьиемъ рядъ и-овыхъ степеней ватуральпыхъ чиселъ 

О", Г, 2", 3", К, (р-1-1)", 

Въ этомъ ряду мы не можемъ найти числа равнаго А^". — Д*Й-'| 
4;твительно, если бы 

то 



г. е. А представляло 6и п-овую степень еоизиЪрпаго числа, что 

противно уСЛ0В1Ю. 

Но въ этонъ ряду ны пайдемъ два такихъ сос*днйхъ числа, что 
одно изъ нвхъ будетъ бо-чьто Ад", другое' меньше А^"; пусть эхо 

будутъ^)''и(^)^-1)^ 
Тогда 

1"<А<Г<(р-^'\)", 
откуда 

Теорема 174. Перемгьнныя числа — и ^-^, — гдгь р и ^ 
суть цгьлыя полож.птельныя числа, удовлетворяюи{1Я неравенству 

въ которомг А есть положительное число, не представляющее 
П'оеой степени соизмщшмаго числа, — при неограниченномъ воз- 
растанш числа д стремятся къ пред^му и притомъ общему. 

1) Каждое значен1е перем^нпаго числа ■— мен4о каддаго знаадн1я 
серем'Ьнваго числа ^-^^. 

Действительно, 



/л\ 



<.1< 



ы*д. 



I ?(/ 



(й)"<е-^)"= 



'<^ 



2) Разность соотв'Ьтственныхъ эначен1й зтнхъ перем'Ьнныхъ чи- 



прн неограниченнолъ возрастан1и х, а сл^д. и д^^, становится и 
остается мен-Ье всякаго, сколь угодно малаго, подожительлаго чиста. 
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Отсюда (теор. 170) перов-Ьаиия числа у а ^^ яи'Ёютг пре- 
д4лъ н притомъ общ1й. 

ОпреД'Ьлвже 51. Общш предтлг перемгытыхг чиселъ — и 
при неограпиченномъ воарастанш числа ?, — гдть р и ^ 
щям ыя положительный числа, удовлетворяющгя неравенству 

^оторомз А есть положительное чмсло, не представляющее 
юй степени соазмгьримто числа, — называется норнемъ 
мой степени числа Л и обозначается такъ 

I Теорема 175. Перемпнпыя числа 

ЕЛь^> и ^ суть гбгълыя положительныя числа, удоелетворяю- 
I неравенству 



ж пттромъ А еоть помоюительное число, не представляющее 
п-овой степени соизмпримаго числа, — при неограниченном^ воз- 
растанги числа д, стремятся къ предтьлу равному А. 

Мы вид4ли {теор. 174), что первиФнныя числа — и ^-^ стре- 
иятся къ пред'Ьлу, прдтомъ общему. Отсюда (теор, 135) любое зна- 
чешо этихъ переи'Ьнныхъ чисолъ мен'Ье н4котораго, приличннмъ об- 
^раао иъ Быбраннаго, положительнаго числа N. 
ЬИзъ усдов)я имФегь: 
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ИЛЕ 



^ - ш< 7 {т""^ с-т^г- 1 * • • • • - (1Г 1 . 



ИЛИ 

Если взять 

гд'Ь е сколь угодно малое напередъ назначенное положительное число, 
то 

отсюда 

иш(|)"=^. 

Также им'Ьемъ: 



('-т^)"-^<('-т-'Г-Ш". 



откуда, подобно предыдущему, 



Ыш (4^1)"= ^. 



Теорема 176. Опредгьлеше корня п-овой степени изъ поло- 
жительнаго числа А^ не предстаеляющаю п-овой степени соиз- 
мпримаго числа, не противорп>читъ понятгю о корнп» изъ числа, 
представляющаго п-овую степень соизмпримаго числа. 

Мы им'Ьли: 

(Ыт~] =Ь1т(~] . . . .(теор. 169, сл-Ьд. 3). 

Отсюда 

{уАУ=А. . . .(опред. 51, теор. 175), 

т. е. корень п-овой степени изъ числа А есть такое число, которое,, 
будучи возвышено въ п-овую степень, воспроизводить число А. 



Теорема 1 77. Корень п-овой степени изг положительнаю 
числа не можетг имгьть болпе одного полоокителышго значенгя. 

ДМствительно, пусть корень п-овоЙ степени изъ положительнаго 
чйсла Л им^етъ два различныхъ положптелъныхг значен1я X и Т, 
т. е. А'Ф У; тогда 

или 

АфА (теор. 176), 

что невозможно. 

Сл^дств1е. Каково бы ни было пояоштепьпое число А, всегда '<: 

существуетъ полооюительиое число, удовлетворяющее равенству 

гдчь п цплое положительное число. 



ЧЕТВЕРТАЯ ЗВОЛЮЦШ ПОНЯШ О ЧШ%\ КОШЖС- 



Допущетя и устаяовЕа тершшовъ. 

Теорема 178. Если число А положительное, то равенство 

х^ = — А 
не имгьетъ смысла. 

Д'Ьйствительно. не сущоствуетъ внкяеого вещественкаго числам, 
которое удовлетворяло бы этому равенству. 

Допу1ЦеН1е 7. Существуешь а^бстат^^я, вполнгь опредпляемая \ 
двумя вещественными числами а иЬ и порядкомъ ихъ. 

Опред'Ьлен1в 52. Оубсшанщю, впоАнтъ определяемую двумя \ 
вещественными числами а и Ъ и порядкомъ нзгъ, назовемъ КОМ-' 
плекснынъ числомъ и обозначишь с\'иволомъ 
{а, Ь). 



Допущен!© 8. Допускаютъ, что комплексное чмсло (а, 0) есть 
вещественное число а, т. е. 

{а, 01 = я. 
СлЪдств!е 1. 

(О, (I) = 0. 

Сл^ДСТВ1в 2. Всякое вегцествениое число можетъ Сыть пред- 
ставлено подъ общимъ видомъ комплекснаю числа. 
Д'Ьйствптельао, 

Л = {А, 0). 

ОпреД'ёлеН1е 53. Комплексное число (О, о) называется МНН- 
МЫМЪ и обозначается сгнволонъ а^. 
СлЬдств1е, 

(О, 1)-1, 
(0,0) = О,. 
Опред^лен1в 54. Два комплексных^ числа (а, Ъ) и [с, д) на- 
зываются равными, если а^с иЪ^д. Равенство ихъ обозна- 
чается такъ: 

(а,Ь) = {с,д). 

Теорема 179. Опредплете равенства комплексныхь чиселъ 
не протнворгьчитъ понятт о равенствгь вещественныхъ чиселъ. 
ДФйотвительпо, по допущенш 8, 

(й, 0) = й, (с, 0) = с. 
Равенство ЕокшеЕсннхъ чиселъ 

(«, 0) = (с, 0) 
влечетъ равенство 

а^с. . . .(опред. 54) 
и обратно, равенство веществвнных'ь чиселъ 



вдочетъ равенство компдексныхъ 

(я, 0) = (с, 0).. 



.(опред. 54). 
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Теорема 1 80. Если (а, Ъ) = О, то 

а = Ъ = 0. 
ДМствительно, 

{а,Ъ) = 

= (0, 0) (сл-Ьд. 1, допущ. 8); 

слйд. 

а = О, Ь = О . • . . (опред. 54). 

Теорема 181. Если 

(а, Ъ) = (с, д) 

то 

(а, Ъ) = (е, /*). 

ДМствительно, изъ услов1й ии'Ьемъ: 

а = с и Ъ = д \ 

\ (опред. 54). 

е = с и Г = (/ I 

Отсюда 

а = в, & = /*. . . .(теор. 144); 
сл-Ьд. 

{а^ Ъ) = (е, /*). . . .(опред. 54). 

Теорема 182. 

0.. = 0. 
Действительно, 

0^ = (О, 0) (сл4д., опред. 53) 

О =(0, 0). . . .(сл-Ьд. 1, допущ. 8); 
сл-Ьд. 

0^ = (теор. 181), 

Сумма. 

Опред%лен1е 55. Комплексное число вида (а -*- с, Ъч-д) на- 
зывается суммою комплексныхъ чиселъ (а, Ъ) и (с, д). Эта мысль 
записывается такъ: 

(а, Ь) -*- (с, (?) = (а -*- с, & н- д). 
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Теорема 183. Опред>ьлете суммы комплексными чиселъ не 
П2ютивор1ьчитъ понятгю о суммгъ оещественныхь чиселг. 
Въ саиоиъ Д"Ьд4, продаоложивъ, чтоЬ = д = 0, пайдемъ: 

(о, 0)-1-(с, 0) = (»-»- с, 0), 
ям 

а-*-с:=а-*-с. . . . (допущ. 8). 

Теорема 184. Сумма комплексных^ чиселъ (а, Ъ) и (с, д) 
имуьетъ только одно значенге. 

ДМствительно, по опред. о5, сумма чиселъ (а, Ъ) в (с, д) есть 
(й-ьс, Ьч-д), т. е. число вполпгь оиред^яемоо числами д-ьс и 
Ь-*-д ъ порядкомъ ихъ {опред. 5 2), прячет, о н- с и й -ы^ вполпгь 
опредФлепаыя числа (теор. 152). 

\жепъ подг 



Теорема 185 

вгсдомь 

Мы инЪли: 


ОгмвоАь {а, Ь) 
а-л- 


можетъ быть изобрао 


( 


а-*- с, Ь~*-д) = 


-(а, Ъ}-1- 


с, й). 


Пусть & = с - 


= ; тогда 






(а,д) = 
влн 

СлЪдств1е 1. 


= (а, 0)-1-(0, д) 
-а-\~д^ 

(я, Ь) = 
04-0,= 

-1- 0,. = 


(допущ. 8 
п-ьЬ,. 

а и сл'Ьд. 
0; 


опред. 33) 




Он- (7; = 


Я; и сл4д. 






-+-!.= 


I,-- 




Сл^дств1е 2. 


Равенство 








а,Ъ)-^{с,д) = 


{ач-с, Ъ 


4-1)) 


можетъ быть представлено такъ: 




(а-н 


Ь^]-^{с-^'д^) = 


= («-4-с)-н(4-нй). 
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Теорема 186. Законы сложеигя: коммутативный и ассоцга- 
Кивный имгьюпи мпсто для всякихъ комплексныхъ чисела. 

{а+-Ъ^}+{с-^д)^^а+с)'*-{Ь-^д\ (опред. 55) ' 

=(с+пК(|^Ь)( (теор. 153) ^ 

=(с-»-д,)+{а-*-Ь^ (опред. 55). | 

=(а+с-ье)-ь(Ь-к)-1-/)( . . . .(опред. 55) 

={{о-ьс)-»-(&-»-(^).)+{е+/)). .(опред. 55) 

=(а+Ь^)-»-(с-|-й^)-+-(е-*-/)). . .(опред. 55). 

Теорема 1 87. Если ач-Ь^^с-*- д^, то 

(я ч- й,) -н (е и- /•-) = (с н- й,) -^- (б -н /;). 

ИЗЪ уС.10Ц!Л 

а = с, Ь^д. . . . (опред. 54); 
отсюда: 

ан-е^сн-е, Ъ-*-^= д-\-(. . . .(теор. 154); 
отсюда : 

(« и- е) -I- {Ь н- Д. =: (с -ч- е) н- ({) ч- /"); . . . .(опред. 54) 



(я -+- Ь^ -н (с -н /;) == (с -ь д^) -I- (е -+- /■,.) (опред. о 5). 



Разность. 

Теорема 1 88. Всегда существуешь такое комплексное число, 
которое, будучи сложено съ одними изъ данныхъ компласснызя 
чиселг (с -I- <?(), воспроизводить другое комплексное число (а -+- Ь^. 
Действительно, число вида 

{а — с)-^{Ъ — д\ 
удовлетворяетъ требованию, такъ какъ 

(о — с) -+- (Ь — (?); -I- с -н (^( — (й — с-^-с)-\-{Ь — д-\- д\ 
= а и- Ь;. 
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Опред%лен1е 56. Число х^ удовлетворяющее равенству 

а; -*- (с -*- д^) = а -*- Ь^, 
называется разНОСТЬЮ чиселъ {а -*- Ъ^ «* (с -#- дД 



Эта мысль записывается тавъ: 

{а-^-Ь,) — {с-^-д^) = {а — с)-^(Ь — д\. 

Теорема 1 89. Разность комплексныхъ чиселъ (а-*- Ь^) и (с-^д^) 
имтьетъ только одно значенге. 

Допустимъ, что разность отъ вычиташя (с -*- д^) изъ (а -I- Ъ^) 

им^етъ два значешя 

х-^у^ и г-\-1^ 
и пусть 

т. е. одновременно не им'Ёютъ м'Ьста равенства 

х = г и у = ^. 
Тогда 

{х-^у.)-^{с-^д^=:а-^ьЛ 

[ Д / ....(опред. 56), 

т. е. 

, , ,, ., , } (опред. 55); 

отсюда 

(ж -н с) -ь (у -ь- ())^. = (^ -ч- с) -н (^ -*- ())^ (теор. 181); 



отсюда 



Х-\-С=^^-\'С \ 

\ (опред. 54); 

У'^д = 1 -л-д I 



отсюда 



х = ^ и у = ^^ 
чего (по услов1ю) одновременно быть не можетъ, 

СоглашенЁе 10. Еомплексныя числа будемъ обозначать для 
краткости буквами 9(, 93, 6, Ф, ®, . . . . 



► 
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Теорема 190. Равенства: 

(31-*-93) — !Э = 91 
(91-1-58) — 6 = 01 — (1-1-93 
(31_(!8-»-а) = 51 — ©~(1 
21_н(дЗ — б) = 21-ь©-а 
— 15) = 3(-+-6 — 93 
) — (5 = 91_6--93 
91 — 93-ь(6 — г;) = 91-.-(| — (93-ьФ) 
Щ — 93 — (6 — Ф) = 91 и- Ф — (93 -*- 6) , 

^оказанния для вещеспшепныхъ чиселъ, имгьютъ лпъсто и для 

комплексиыхъ чиселъ вообще. 

Въ саиомъ д'Ь.!*, при выводе вхъ мы ошраемм на твореяу о 
.,товъ, что разнорть двухъ чиселъ йи11етъ только одно значвн^е^ на 
кояя;тативвБ[Ё в ассоц1ативный законы моаеп!я. Эти же теореиа 
ии'Ьютъ вгЬсто и для комплекснвхъ чиселъ вообще; сл'Ьд. и вашеуна- 
занныя равенства ии4ютъ м'Ьсто для всяинхъ комплексныхъ чяселъ. 



Яроизведеше. 

Опред'Ьлен1е 57. Комплексное число {ас — Ъд)-*-{ад-*-Ъс\ 
называется ПрОИЗВеден1емъ комплексныхъ чиселъ (а -н Ъ^) и 

(с-*-д^). — Эта мысль записывается такъ: 

(о н- Ь^) . (с -1- ()() =: {ас — Ьд) -*- {ад -ь Ьс)-. 

Теорема 191. Опредгьлете произведенгя комплексныхъ чм- 
селз ПС противоргьчитг понятгю о произведети ве1цественныхл .^ 
чиселъ. 

Действительно, нредположввъ, что Ъ = д^0, найдевг : 



(а-1-0,-)(с-1-0,.) — ас-»-0( 



.(сл'Ьд. 1, теор. 185), 
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Теорема 1 92. Произведете числа {а -н Ъ^ на число (с -+- д^) 
имгьетъ только одно значенге. 

ДМствительно, по опред. 57, произведете числа (а-4-Ь^) на 
число (с -*- д^) есть число {ас — Ъд) -ч- {ад -ч- Ъс\ ; т. е. (по опред. 5 2) 
число вполнгь определяемое числами {ас — Ьд) и {ад -ь Ъс) и поряд- 
комъ ихъ, причемъ числа {ас — Ъд) ж {ад-ь- Ъс) вполнгь опредйлен- 
пыя вещественныя числа (теор. 157, 161). 

Теорема 193. 

а^ = а. 1 ^. 

Мы имФемъ: 



{а -ь Ъ^ {с -♦- д^ = {ас — Ъд) -+- {ад н- Ъс)^. 

Пусть & = с = О, () = Г, тогда 

(а-*-0..)(0-*-1..) = 0-на. 
или 

аЛ; = а^. . . .(сл^д. 1, теор. 185). 

Соглашеше 11, Соглагиаются обозначать число 1^ буквою г. 

Сл%дотв1е 1. 

а^ = аг. 

Сл%дотв1е 2. 
Сл%дотв1е 3. 

1 .г= 1^. . . .(сл-Ьд. 1) 
= г (соглаш. 11). 

СлЪдотвЁе 4. 

0.г = 0^. . . .(сл*д. 1) 
= (теор. 182). 

Теорема 1 94. Законы умноженгя: коммутативный^ ассоцга- 
тивный и дистрибутивный г4М7ьютъ мтьсто для комплексныооъ 

чыселъ. 

I. {а-^Ы) {с-^-д1) = {ас — Ъд)-^{ад-^Ъс)г. . . .(опред. 57) 

= {са — дЪ)-\-{сЪ-^да)г. . . .(теор. 162, 153) 
=:{с-^дг){а-^Ъг) (опред. 57). 
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П. {а'*-Ъг).{{С'^дг){е-^Щ={а-*'Ы){{се--д/')-^{с('-*'де)г\. .(опред. 57) 

= {а (се— ^/')— Ь {с/*'ьдё)]-*'{а{с(''*-дё)-*- 
'^Ъ{се—д^)\г. . . .(опред. 57) 

=(асе— ад(—Ьс(—Ъдё)-^{ас('^аде-^ 

-^Ъсе-ЪдОг (теор. 162, 158) 

= \{ас-Ьд)е-(ад-^Ъс){]-*'{{ас-Ъд)1''^ 
'*-(ад'*-Ъс)е\г. . . .(теор. 162, 158) 

=:{{ас—Ъд)-*-(ад-^Ъс)г} (е-+-/?) (опред. 57) 
=(а-1-&г)(с-*-(?г)(е-^/г) (опред. 57). 

Ш. { (а-ь&г)-ь(сч-(й) } (б-н/г) = { {а+с}ф+д) г } {е+(г) (сл-Ьд . 2 , теор .185) 

н-(Ь-*-^)б}г. . . .(опред. 57) 

= (ае -♦- се — Ь/*— ^/) -н (а/^-ь с/'-н &^ -ь 

-^66)1 (теор. 158, 162) 

= \{ае-Ъ()-^{се^дО\'^[{а('^Ъе)-^ 

-^{с(-^дё)\г. . . .(теор. 153) 

= {(ас— Ь/*)-ь(а/*-*-Ьс) г| -ь }(сс— (?/*)-+- 

-+-(с/*-«-()с) г} . . . . (опред. 55) 

=^{а-^Ы){е-^(г)-^{с-^д1){е-^[г) (опред. 57). 

Теорема 1 95. Вели а-^-Ы^^с-^- дг, то 

{а -*- &г) (с -н /г) = (с -н дг) (с -ь /г). 

Изъ услов1я сл'Ьдуетъ: 

а = с,Ъ = д.... (опред. 54); 
сд*д. 

[....(теор. 163); 
ат = ст, Ъе = де ^ 
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сл'Ьд. 

ае — />/*= се — д[ \ 

(теор. 154); 

г/Д-ь Ье = с[ч- ас I 

сл4д. 

{ае — &/*) -4- (а/*-1- Ье) г = (се — д/^) -л- (с/'-ч- де) г . . . . (опред. 54) 

или 

(а -н Ьг) (е -*- ^г) = (с -*- д!) {е -^(г). . . . (опред. 57). 

Теорема 196. 

г* = — 1 , г^ = — ?, г"^ = 1 . 
]\1ы им'Ьемъ: 

(а -н Ьг) (с -I- (?г) = {ас — Ьд) -\- {ад -н Ъс) г. 

Полагая с= а, д = Ъ, найдемъ : 

(а -4- Ы)^ = а^ — Ь^-^2 аЫ. 

Положивъ зд*сь а = О, & = 1, получимъ: 

(0-4-1г)2=:— 1-ьОг, 
или 

(О ч- г)^ = — 1 -н О . . . . (сл4д. 3, 4 изъ теор. 193 и соглаш. 1 1), 

или 

г^ = — 1. 

Отсюда 

^3 — ^ I 

- [ (теор. 195). 

Теорема 197. 

Изъ П0НЯТ1Я о ц4лой и положительной степени комплекснаго 
числа сл'Ьдуютъ равенства: 
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На эт6»ъ основаши им'1еиъ: 



г*" 


: Ю* 




= 


1 




г**-^' _ 


:г**. 


• 

г 




• 

г 




г'*-^*— 


:«**. 


е 




— 


•1 


^4*^8 


г**. 


е 


— . 




■г. 



Теорема 1 98. Если произведете комплексныхъ чиселъ равно 
О, то, по крайней мгьрть^ одинъ изъ множителей равет нулю. 

Пусть 

(а -ч- Ы) {с -*- дг) = 0; 
тогда 

{ас — Ъд)-\-{ад-\-Ьс)г=10. . . . (опред. 5 7); 
сл-Ьд. 

{ас — Ъд) -^ {ад -^Ъс)г = О -^ Ог . . . .(сл'Ьд. 1, теор. 185); 

(5Л*Д. 

ас — Ъд = Оу ад-^Ьс = 0. . . . (опред. 54). 

Отсюда 

{ас — Ъду -ч- {ад -*- Ъс)" = О, 
или 

{а^ -ь Ь^) {с^ -ч- д^) = 0. 

Это равенство требуетъ, чтобы, по крайней м'Ьр*, одинъ изъ со- 
множителей равнялся 0. 

Если а^ -н Ь^ = О, то а = Ь = 0; сл-Ьд. 

а -ь 6г = 0; 
если с^ -ь ()2 = О, то с = д = 0; сл-Ьд. 

с-^дг = 0. 

Теорема обратная 1 99, Если одинъ изъ множителей равенъ 
О, то и произведете комплексныхъ чиселъ равно нулю. 

Если а-ч-6г = 0, то а = Ь = 0. . , .(онред. 54); сл-Ьд. ра- 
венство 

{а -н Ы) {с -+- дг) = {ас — Ьд) -ь (ад -ь Ьс) г 

приводится къ равенству 

0.(с-*-(?г) = 0. 
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Частное. 

Теорема 200. Каковы бы ни были комплексныя числа й-^-Ы 
и С-+- (?/, есш только с -*- дг ф О, всегда существуешь число -X", 
коупорое^ будучи умножено на чиаго (сн-дг), воспроизводить 
число {а -+- Ы). 

Число 

ас -*-Ъд Ьс — ад > 
с1 4- д^ "*" с'^ -н б»* *' 

гд* с^-^-(?^фО ПО услов1Ю, удовлвтворяотъ трвбованш. — ДМ- 
ствительно. 



(ас-ьЬд Ьс — ад Д, л.ч 



ас^ -Н Ьсд Ьс() — ад^ 
с^ н- а* с*-#-д2 



/асдЧ'Ьд'^ Ъс^ — асд\ . / ,^«4 



— с^-^Ж "*" ~сМГ52- * — Л -+- 0^ 

ОпреД'ЬлеН1е 58. Комплексное число 

ас -^Ьд Ъс — ад . 
с'^'ч^д^ ~*~ с'^ -ь д' *» 

удовлетворяющее равенству 

Х.{с -+- (?г) = а -ь &г, 

называется частнымъ отъ д^ьлешя числа (а-^Ы) на число (сч-дг). 
Эта мысль записывается такъ: 

,' . 7-*\./^ ;5*\ осч-Ъд Ъс — ад . 



Теорема 201. Частное комплексныхъ чиселъ ^^^^^. имгьетъ 

с ■ I 0% 

тольчо одно зиаченге. 

Допустимъ, что частное отъ д'Ьлеп1я (а -ч- Ы) на (с -+- дг) им-Ьетх 
два значен1я д; -*- ?/г и ^ -4- // и пусть 

X -I- уг ф <г? -4^ //, 



= ъ 

> . . . .(опред. 54). 
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т. е. одновременно не им4ютъ м-Ьста равенства 

х = :г и у = {. 
Тогда 

г г\г ^-ч 7,- 1 опред, 58), 

(^ -ь и) (с н- аг) = а -н &г I 

т. е. 

сх — дуч- {дх -*- су) г = а-^Ы \ 

., ,. ... , . } (опред. 57). 

Отсюда 

сх — ду = а, дx-^-су = Ъ\ 

СИ — дЬ = а, дг -+- с1 

Отсюда 

х = г,у — г, 

чего (по условш) одновременно не иожетъ быть. 

Теорема 202, Равенства: 

(9193): 23 = 01 
(9193):6 = (Щ:6).93 
31 : (036) = (91 : 33) : 6 
91 (93: 6) = (9(93): а 
Щ : (93 : 6) = (916) : 93 
(91:93):6 = (91:6):93 
(91 : 93) (6 : Ф) = (9(6) : (9335) 
(9( : 93) : (6 : Ф) = (ЩФ) : (936) 

91 » «Ч-58 



6" 


■^е 


с« 


91 


» 


Ш-58 


6 


е 


6 



? 



доказанныя для вещественныхъ чиселъ^ имтьютъ мгьсто и для 
комплексныхъ чиселъ вообще^ если ни одинъ изъ дтьлителей пера- 
еень нулю. 



Въ самоиъ д4л-Ь, при внсодф яхъ мы оиираеим на теорему о 
томъ, что частноо диухъ чиселъ вм'Ьетъ только одно значеп1в, на 
комиутативныЯ, а№оц1атиипыП о дистрабутивный законы умоожев1я. 
Эти же теореиы ил-Ьють М'Ьсто и для иокиликсннхъ чиселъ вообще, 
если Д'Ьлитель Ф 0; стЬд. и чышеуказанныя равенства имфюг'ъ м4сто 
для комплексныкъ чиселъ, если д-Ьлитель не равепъ нулю. 

Теорема 203. Каково бы ни было положительное число А, 
всегда сущеанвуетъ число х, удовлетворяющее равенству 
х^ = — Л. 



Д'ЬНствительно, число вида 



= Уа.. 



удовлетворяетъ требованию: 

(±Ул.;)': 

сд'Ьд. 



= — Л... .(теор. 19В}; 
с = ±У\.г. 



Теорема 204. Оуществуетъ вещественное чпсло, удовлетво- 
ураоненш вида 



%дгь ость показатели суть чис^м [сЬлыя н положительныя и оаь 

коэффицгеншы числа Ц'Ьлыя. 

Для доказательства теоремы достаточно всирыть хотя одинъ лри- 
мФръ такого существовав!». 

Бозьмемъ число 

з; ^ 2 + У'"2; 



(во удомвтвоуяб'['ъ ураьненш 






2 = V 2, 
-12л; — 8 = 2, 

12^;— 10 = 0. 



Олред'Ьлете 59. Вещественное число, удовлетворяющее у2)а9'> 
нетю вида 

*дп есть показатели суть цчыыя и положительный числа м есть I 
коэффицгенты числа цгьлыя^ называется алгебричеСКИМЪ, 
Зам'Ьчаще. Въ уравЕенк 

<^п^'*-^-^^п—^ ^" ''*"''„_» з;"~^-*- . , . . -ь Я(,= О 
всегда иохно сделать: 

1) коэф(11ищевтъ а„ положительнымъ, переменяя знаки въ урав- 
атя, если о„ отрицательное число; 

) общ1й навбольш1й делитель вс4хъ коэффицгентовъ , 

Оц, а„ а„. . . .а^ 
равнымъ единицть, соиращая все уравнешб на общаго иаибольшаго 1 
делителя коэффищентовъ, если оиъ Ф 1 . 
Теорема 205. Если уравненге 
А :=а^х" -§-"„_, ^'"~'-*-о^_, ^"~"-*-- . . . -1-0^ = О 

(^дгь вС7ь показатели цгълыя и положительный числа, есть коэф- 
фищенты ильАыя числа, гттьющгя общимъ наибольшила дгьлите- I 
лемъ 1, а^ — число положительное) есть уратенге низшей сте- 
пени, удовлетворяющееся числомъ N, и если многочленъ А {?»- 
лится безъ остатка на многочленъ 

— гд)ь вс1ь показатели цгълыя и положителъныя числа, есть коэф- 
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фицгепты цгьлыя числа, гшгьющгя общимъ наиболыиимъ дгьлите- 
лемъ 1у Ъ число положительное, — то В = А. 

1) Показатель п не можетъ быть меньше р; иначе, многочленъ 
Л не д-Ьлился бы на В безъ остатка. 

2) Пусть п > р; тогда по услов1Ю 

гд* с^, с?!, . . . . с^ соизмгьримыя числа и 

Приведемъ коэффищенты с^, с^. . . . с^ къ общему наимень- 
шему знаменателю д; путь тогда общ1й наибольш1й делитель ихъ чи- 
слителей с1. 

Тогда 

л д> . г п — р ' п — р — 1 ' \ 

ПЛИ 

^—^^\Уп-р^ -♦-^п-р-!^ -н. . . .-ьс^;. 

Число N обращаетъ въ О многочленъ Л\ сл-Ьд. должно обра- 
титься въ О или В, или 

что (по услов1ю) невозможно, такъ какъ степени уравнен1й 

В=0, 



ниже п-овой. 

Итакъ, нельзя допустить, что п^ р. 
Изъ 1) и 2) слФдуетъ, что п = р. 
3) Теперь им4емъ: 



Х^ 



— ют- 
или, посл'Ь соЕращешл, 

А — ^. 

в Ь" 

сл4д. 
Отсюда 



а. 



а^Ьу^ а'Ьп—\ _ а'6„ 2 *'^( 



о 



Т. е. 



Ьп Ь„— I ^П-2 Ь 



О 



суть цгьлыя числа. 

Такъ какъ по условш Ь^? ^1, Ьд, . . . .&^ им-Ьють общимъ наиболь- 
шимъ д-Ьлителемъ 1, то Ь'= 1; сл-Ьд. 

П П — I П — 2 О 



откуда 

Такъ какъ а^^, а^, а^, • • • • ^п им-Ьють общимъ наибольшимъ д-Ь- 
лителемъ 1, то а = 1; сл4д. 

(^^=^Ь. а , = 6^ , , а ^ = Ь^ ^ , . . . . а,, = Ь^. 

П П" л — 1 П — 1' П — 2 П — 2' О О 

Итакъ, В=^А, что и требовалось доказать. 

Теорема 206. Если уравнете 

Л = а^ ж"*-*- а^_^ х"""^ -ь- а^_^ х''~'^-\- . . . . -+- а^^ = О 

(гдгь ааь покавашели цгьлыя и положишельныя числа^ ваь ьювф- 
фиг^ген7}гы гщлыя числа, им1ьющгя общимъ наиболыаимъ д}ьлише- 
лемъ 1 , а^ — число положительное) есть уравнете низшей сше- 



пени, удовлетворяющееся числомъ Л', и если мштчлснъ А дщ 
дится безъ остатка на мпоючленъ 

В'=Ь'^x^'-I-Ь'^_у-^-^Ь'^_^x^'^'-^-.. . .н-Л',,, 

— гдгь ваь показатели щьлыл и подолсителъныя числа, ваь коэф- 
фицгенты СОИЗМ'ЬДИМЫЯ числа, — то 



%дть — постоянное соизмЬримое число. 

Приводоаъ Еоэффиц1онты Ь\, Ь\, /»',, ....(»' въ общему наимень- 
шему знаменателю а; иусгь тогда оСщШ паибольшШ Д'Ь.'штел!. ихъ 
числитодой будетъ й. Теперь им'кекъ: 

В = ^ В, 



В = Ь х''-*~ Ь х^' ' -»- Ь ^^х'' ^н- . ... и- Ь^, 

гд-Ь ж]^ пиЕалатели ц14лыя и нодожитедьныя числа, веЬ коэф|(|ИЦ1еяты 
ц'Ьлыл числа, им4ющ1я общииъ наибольшииъ д'Ёлителемъ 1, Ь — 
члело положительное (иъ случа'Ь отрицательности Ь можно взять об- 
щииъ наибольшииъ Д'Ьлителемъ — 4). 

По усло1)1ю Л д'Ьлита безъ остатка на В'; сл'Ьд. А д'Ьлится 
безъ остатка на В; сЛ'Ьд (теор. 205) 



сл'Ьд. 



= Л; 



ОпредЪлен1е 60. Уравнете 

а^х"-*- а^_^х''~'' ч- а^_^х"~' -1- . . . . -ь 0^= О, 
(гОгь есть покизатеди щьлып и полооюительныя числа, ваь коэф- 
фищеншы цплыя чисда, имтощ/я общими наибольшимъ Оплите- 
лемъ 1 , йд — число положительное) у котораго А1ьвая часть не 
дгьлится безъ остатка ни на какой многочлена вида 
^^ж^н-Л у-'-^-Ь,, ,3,^-'-+- -кЬ„ 
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гдп/ р ■< «, есть показатели итъдыя и полоокительныя числа, ваь 
коэффищенты соизлиърнмып числа, — называется неприводи- 
мымъ. 

Теорема 207. Если уравпете 
А^а^^х'^-*- а„_[Я:"^'-1-а^_^х"~'-*-. ,..-+- д^|=: О 

(гдт есть показатели цгьлыя и по.1ожг1тельнын числа, всгь коэф 
фишеншы цгьлыя числа, ияаьющгя общимъ наибольшимъ дгьлите'] 
Асмг 1, а^ — число положительное) есть ураененге низшей сте-' 
пени, удовлетворяющееся числомъ Л^, то оно неприводимо. 

Допустииъ противное, т. е. что л'Ьвая часть уравяен1я дйлитсл на 



В = 



гд'Ь р < и, ВС* показатели — ц'Ьлня и полояителышя числа, ве! 
);оэффиц1епты соизи'Ьримыя числа. — Тогда (теор. 206) 

Л = В.к, 
гдф к постоянный соизм^раинй множитель; сл'Ьд. стсневь В не мо- 
жетъ быть ниже степени и-овоЯ многочлена А. 

Теорема 208. Если уравиете 
А = й,^з;"-1-ад_^1"'"'-1- я„_^з;"^*-»-. . . .-\-а^^() 

(гдп, воь показатели — тьлыя и положительныя числа, всгькоэф- 
фтгенты — цгьлыя числа, илтющгя общимъ наибольшимъ дтьли- 
теле.чъ 1 , о„ — ^шсло положительное) илиьат корень x^N ил 
неп^шводимо, и если ураененге 

В=Ь^х-^ Ь^_,х'-'-,- Ь^_,х-—ч~ . . . . -н Ь.= О 

(гд/ь ваь показатели — цгьлыя и положительныя числа, есть коэф-< , 
фицгенты — цгмыя числа, илпьющгя общимъ наибольшимъ йгьлц-! 
телемъ 1 , Ъ — число положительное) есть уравнете низгиейЛ 
степени, имеющее корень х = К, то 
В = А. 
Каждый изъ мпогсчленовъ А а В делится бозъ остатка па 



X — N^, сл*д. общШ 11аябС1.1ьш1й д'Ьлитель А ъ В содоржнтъ х я 
сл'Ьд. им'Ьетъ вндъ 

ВсЬ коэффиц1енты эг-ого многочлена ц'Ьлыя числа, игЬющк об- 
11(виъ нацбольшинъ д'Ь.тителеиъ 1 . 

ДМствитольно, если би ибш,!а навбольш!й д'Ьмтмь козффищвп- 
товъ равнилсл Л Ф ] , то 

сл-кд. 

А = Ш. (^ в В=кВ'.д'; 

(;л11д. коэффиц1енты А а Б не удовлетворяли бы сделанному о нихъ 
предположен] ю. 

И'гакъ, вс'Ь покааатели многочлена 1) — ц'Ьлыя и положительная 
числа, всЬ коэффнщенга ц'Ьлыя числа, вм^ющхл общимъ наиболь- 
шииъ д^Ьлителеиъ 1, й молено сделать числоиъ положительнымъ; 
отсюда (по теор. 205) 

В = В; 

СЛ'ЬД. мпогочлеиъ А делится безъ остатка на многочленъ В. — Но 



леприводиао; олЬд. (по опред. 60) 
сл'Ьд. 



т. е. мпогочлеиъ В делится ва А; сл'Ьд. (по теор. 205) 
В^А. 
Теорема 209. Существуешь только одно уравненге 
о„;с''-4-ад_,а;"~'-*-й„_^я;"~'-»-. . . .-нОц^О 

(гд1ь ваь показатели цгьлыя и подоэ/сителшыя числа, ооь коэф- 
фнцгенты — ц)ьлыя числа, гш/ьющгя общимъ наибольшимг дгьли- 
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теает 1, а^ — число положительное) низшей степени, удовле- 
творяющееся даннымъ чысломъ N. 

Допустимъ, что сущеотвуютъ два уравнвн!я низшей степени Л 
вышёуказаннаго вида, удовлетворающхяся часломъ Л'^: 

По теорем'Ь 207 уравнеше Л^О неирнводимо; а4д. (ао теор. , 
|Р8) 



Опред'Ьлен1е 61, Уравненге 



(гдть есть показатели — цгьдыя и подоэюителъныя числа, всгь коэф- 
фитеншы — цплыя числа, гшгьющгя общимъ наибольшими дгьли- 
телемъ 1, а„ — число положительное) низшей степени, удовдещ 
щворяющееся даннымъ вещестоепнымъ чисдомг К, называет 
уравнен1емъ, олред'Ьляющимъ это число N. 

ОпреД'ЬлеН1е 62. Если уравненге, опредгьляющее вегцествен-Я 

нее число Д^, сеть у2)авненге первой степени, то число N иазыЛ 

вается рац1ональнымъ. Если уравненге, опредгьляющее веще^ 

*щ&пвенное число N, не есть уравненге первой степени, то числ&^ 

N называется иррацюнальнымъ. 



ТРАНСЦЕНДЕНТНОЕ ЧИСЛО. 

Теорема 210. Если х>^),к'^\,то 



■ ■'*'\.2.3....{к-\)^'1.Ч-^....к-Р1'^' 
гАь Р/^ удовлетворяешь неравенству 



112 



Д^Ьйствительпо, 



а? , гг* ж* 05* — 1 



1.2 1.2.3 1.2.3. ...(* — 1) 



1 2.3. ...Л 1.2.3. ..,*(*+!) 



1 Ж* х^ ж*""1 

= 1 -*-а;-#- ,-7; 



12 1.2.3 1.2.3....(А;— 1) 

а^ I л X х^ 



хг I ^ X х^ \ 

"1.2.3. ...Л \^ ~*"]Г^ "*" (к -+- 1) (Л + 2) "*" • • ' -у? 



если а;> О, й^ 1, ТО 






сл-Ьд. 



».2 



1 X X* X 

^ ■*"А^1"*"()к-^1)(А-н2)~*"' • • * Рк^ ' 



гд-Ь^)^ > О И < 1 ; сл4д. 



е''=1'^х 



Х^ Х^ Х^ 1 



1.2 1.2.3 1.2.3. ...№—1) 

X лл ^ { л\ 

"*" 1.2.3....*^*^ ^^>'- 

Теорема 211. Если А^ прошвольное независящее отъ х число ^ 



а гтлое и положительное число^ 

к— а 



Г{Х):=^А,Х^, 



к=1 

то 

к=^а к=а 



Изъ равенства (1) пм']^емъ: 
1.2.3 ке''—р^х^е''=кх''-'ч-к{к— 1)а^~'-*- 



—2 

■ • ■ • • 
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Отсюда 

Отсюда 
е*2 1 • 2 . 3....Л ^4— е-^ 2 Л^'*^=2 (Л^)'-^2 (Л А'+-- 



....-^2(Л^Я 



*=1 



= (2 Л^-*- (2 л4'-^-"-*-(2 Л^7 



Г(а;)-ьГ(^)-^....-ьГЧ^) (2). 



Теорема 212. Шли 

а^, а^, «2, • . . . а^ произвольный независящгя ошъ х числа, то 



х=^п 



= а„ 1'ХО) -+- а, 2^(1) -^ «а ^(2) -н . . . . -н а„ 1'Х*0. 
Изъ равенства (2) им^^иъ: 

ь 

^ХО) = Г(0)-нГ(0)-*-. . . .-н/'(^)(0)=2 1.2.3... .Л^,; 
сл-Ьд. равенство (2) приводится къ виду: 



*=! 



х=п х=п х-п 



Отсюда 

«=0 «=1 х=.а 

8 
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или 

Д:=1 

==%1^\0)-*'а^Р{1)ч-а^Р{2)^ '^а^Р(п). . .(3). 

Лемма. Если (ф) = О, то Р{Ъ) получится изъ разложеигя 
(ф -ь Ь) по степенямъ Ь чрезъ замгьну въ этомъ разложенги сте- 
пеней 

А, й^, й^, .... А 

числами 

ДМствительно, 

Д'Ёлая ВЪ правой частя равенства вышеуказанную заи№у, полу- 
чииъ: 

Теорема 213. Фуикцт ({х) можно выбрать такъ^ чтобы 
сумма 

а,Р{0)^а,Р{1)ч-а,1^{2)^....^а^Р(п\ 



гдгь а^у а^, а^, . . . .а^ суть числа цтьлыя^ была цгьлымъ числомъ^ 
не дтьлящимся на р, гскь ^ какое угодно простое число, превососо- 
дящее большее изъ чиселъ Мод а^ и п. 
ДМствительно, 

есть ц^лая функц1я отъ х, не содержащая свободнаго члена, причемъ 
коэффищенты произвольныя числа, не зависяпця отъ х. 
Пусть 

.. . _ а;р-1{(1-а?)(2~а?)(3~а?)....(п-а;)}Р 
'^^~ 1.2.3....(р-1) ' 
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гд4 р число простое^ превосходящее бЬльшее изъ чиселт> Мод а^ и 
п. Показатель степени этой функц1и 

1) Найдемъ значенхе 2^(0). 

Такъ какъ /*(0) = О, то (пред. лемма) значен1е Ъ\0) найдется 
изъ разложен1я 



'^"'>' - 1.2.3... 


.(Р-1) 




Бр_1 ЛР-1 


Бр7*Р 


в^п^ 


1.2.3. ...(Р—1) 


' 1.2.3....(^-1) ' 


1.2.3... (^—1) 


зам']^ною степеней 


АР~^А^....Л^ 




на числа 







Такииъ образомъ 

2^(0) = Вр^,-ьВрР-н. . . . + Б^(|3-н1), . . .а 

= (1.2.3 п)Р-ьр,д, 

гд4 ^ цгьлое число, потому что всЬ коэффищенты В суть числа 
хгЬлыя. 

2) Найдемъ значеше 2^(Ь), гд4 Ь одно изъ значен1й: 

1, 2, 3, п. 

Такъ какъ 

ТО 

'^ ^ 1.2.3....(^— 1)^^ 1.2.3,... (^—1)^^-—^^ 1.2. 3....(Р—1)' 

Отсюда зам^^ною степеней 
на числа 

1 • а • о , , • ,ру I • а • О • 9 • •\р ~1~ ^^■)^ • • • • I • а , о » • • «ОС^ 

8* 
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получимъ: 

1\Ь) = 6'р?-+- ГГр..,.,^1(3-|- 1) -^. . . .-1-б;Рф-*- 1). . . .а 

гд'Ь (>^, Ц'Ьлое число, потому что всЬ коэф(1)иц1ентн С суть числа 
ц'1>лыя. 

Изъ 1) и 2) сл'Ьдуетъ, что сумма 

есть число цчьлое, не д'Ьляи^еесл на ^: первое изъ слагаемнхъ не Д'Ь- 

литсл на ^, та1;ъ какъ число [3 простое, превосходящее ббльшее изъ 

чиселъ 

Мод % и п. 

Лемма. Каково бы пи было положительное число N^ можно 
найти такое значете х, щт которомъ, равно какъ и при всгьссъ 
сл7ъдуюгцихъ за нимъ значенгяхо^ дробь 

становится и остается мешье всякаго напередъ заданнаю поло- 
жительпаго числа е. 
Действительно, 

к^' 2У ^; 2^ л; N к_ 

Каково бы ни было положительное число ^, всегда найдется 
между дробями правой части дробь 

Й -Ь 1 ^ 



Положивъ 

1 • 2 • 3 • • • * л 



2\Г 2^ ^ _Л^ р 

• Й • • • • Ь -^ 9 



получимъ 

1.2.3....Ж ^ •Л-Ь1'й-Ь2**''ж 

(Л;-ь1)(/л-2). ...я;' 
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Отсюда 

При достаточно большомъ значеши х и при вс^Ьхъ сл^^дующихъ 
значен1яхъ х 

сл*д. 

сл-Ьд. 



Х*^«Э* • • «и? 



Теорема 214. ^^ 

1\^)'— 1.2.3....(&— 1) » 

шо п^ достаточно большомъ значтш ^ и при еаьхъ слгьдую- 
щихъ за нимъ значенгяосъ 



М0д2^а?^^?(^)<^» 



я:=1 



гдть 6 сколь угодно малое положительное число. 
Мы им'Ьеиъ: 

И 

Такъ какъ ^Р4> О и < 1, то при а?> О 

Мод 9 (гс) < /*(— ж). 
Но 

д— ж) = (1-ьа?)(^-нж) (п-ьл;;. 1.2.3.... (р-1) ' 
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по предъидущей лемм'Ь, при всякомъ положительнонъ о; = с можно 
найти такое значенхе ^, при котороиъ^ равно какъ и при сл'Ьдующихъ 
за нинъ значешяхъ, 

{с(1-»-с)(2-4- с)... (п + с)}Р— 1 о 



1.2.3....(Р— 1) ^(1-^с)(2-ьс)....(п-#-с)' 

гд'Ь О СКОЛЬ угодно малое положительное число. 
Отсюда 

(1-НС)(Л-С) (П-^С). 1.2.3....(&-1) <^' 

сл^д. и 

Мод ср (с) < (д. 

Такимъ образомъ можно определить такое значеше показателя ^, 
при которомъ, равно какъ и при сл^^дующихъ за нимъ значешяхъ, 

Мод 9(1), Мод<р(2), Мод(р(п) 

будутъ мен']^е сколь угодно малаго положительнаго числа, напр. 



гд'Ь у наибольш1й изъ модулей коэффищентовъ 

^1> ^2? ^8> • • • • ^п* 

Такимъ образомъ им'Ьемъ: 

Мод9(л:)<^, 

7е**Мод9(ж)<-^, 
Мода^е^9(^)<-^| 



2Мода^бХж)<е, 



а ^отИоп 



х=1 



Мод2а^е^9(л?)<&, 



х=1 

что и требовалось доказать. 



Теореш 215. 'Умою с не удоллеацяоряеаи мшсшсям^ л 

НПО №и1)а 

а,е*-»-а,^_,1*~'-*-о,^,л;*~*-к -♦-<^=0, 

«^ «аь показатели суть нысмх шымх н положытелшмл н л 
к»^ффыт1енты ччс-ла иллыя. 

ДЫствпелыо, есл бн чпсю с ;лоЕдетворио уравнен!» 1 
пдж, т. е. МП бы 

то равенство (3) (стр. 114) прюодвдоеь ба къ вн^^ 

•=1 

каком бы ПН была цЁлая фунБщл /"(>), не содврхящая свободваго 
члена. Отсюда сд'Ьдтегь, что это равевство иж*ло бы м'Ьсто и пун 



т= 



1.3.3,- .(Р — 1) ' 



гдЪ Р какое угодно простое чясхо, превосюдащое большее воъ ч1'1 
еиъ Мод Од к «. 

Теоремы асо 213 и 214 показываюгь, что при такой фуикща / 
это равенство невозножыо, такъ каиъ правяя его чпсть ость гцъла 
чи1^ло, не д'Ьлящееся иа р, тогда кпиъ Модуль .11*вой части яожна 

сделать, прилйчпыяъ виборомъ р, мен'Ье сколь угодно иалаго пол(Л 
жнтельнаго часла. 

ОпреД'ЬлеН1е 63. Вещественное чисю, нсудоа.тнаоряющ 
никахому уратенгю вида 

а„а;"-«-й„_^ж"~'-нЯд_^а;''~'-«- . . , .-|-«д^0, 

— гЛь вть показатели суть числа цплыя и положнте.шшп, ■ 
ноэффицгснты числа щь.1ЫЯ, — называется транСЦвНДенТНЫМЦ! 
СлЪдств1е. Число е есть число трансцендентпое. 
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Ши ПОСТЕОШАГО РАСШИРЕШЯ понятш о <шш. 




л — числа натуральнаго ряда. 



А, в- абсолют- ) ^ - '^*''""' """*• 

дробныя числа. 



ныл числа 



А, В, С — относи- 
тельный числа 



{Г. 



в — положительный числа. 



отрицательный числа и 0. 



Л, В, С — соизме- 
римый числа. 



А, Б, С, ВП' - ве- 1 
щесгвенныя числа^ 2)1>'- несоизм^Ь- 

( римыя числа. 



А. В, С, В — алге- 
орическ1я чис2[а. 

2>' — трансцен- 
дентныя числа. 



А, В, С, 1)1)' — вещественныя числа. 



А,В,С,1)1)',ЕШ-} ,^_ 



комплексныя числа 



Е — мннмыя числа. 

Е' — собственно комплексныя числа. 



А, В, С — ращо- 
нальныя числа. 

V — иррац1ональ- 
ныя числа. 



